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Capitulo 1

Introduccion

El desarrollo de la teoria de polinomios ortogonales comenzé en el siglo XVIII con la resoluciéon de pro-

blemas de aplicacion practica en la fisica, entre ellos, la teoria de la gravedad de Newton.

La primer familia de polinomios fue introducida por Adrien-Marie Legendre en 1782 cuando estudiaba el
problema de atracciéon de un cuerpo por una esfera. En 1784 Legendre prob6 algunas propiedades significa-

tivas, como que estos polinomios eran ortogonales y sus ceros eran reales, distintos entre si.

La siguiente familia fue estudiada por Charles Hermite en 1864, aunque Laplace y Chebyshev los con-
sideraron antes en problemas de teoria de probabilidad. Esta familia de polinomios estd relacionada con

problemas de mecénica cuantica.

(o3
no

Mas adelante se conocié la familia denominada de Laguerre LY, en principio estudiada por Niels Abel y
Joseph-Louis Lagrange, pero fue Pafnuti Chebyshev quien los desarrollé en profundidad en 1859. En 1879
Edmond Laguerre estudia el caso particular para o = 0. Finalmente, Carl Jacobi introduce una familia de

polinomios que generaliza los polinomios de Legendre, publicado en 1859 en una obra péstuma.

Las familias de polinomios ortogonales de Hermite, Laguerre y Jacobi son las més estudiadas debido a
su aparicién en problemas de fisica y matemadtica aplicada. A estas familias se las denomina familias de
polinomios ortogonales clésicos. A lo largo de los afos se han estudiado qué propiedades y caracteristicas
comparten. Una de las caracteristicas en comin es que son soluciones de una ecuacién diferencial de segundo
orden de tipo hipergeométrica

d2

o (@) L pa@) +7(@) &

dr dtpn(x) + Anpn(x) =0,

donde o (z), 7 (z) y M\, son de grado 2, 1 y 0 respectivamente. Salomon Bochner en 1929, en su tratado “Uber
Sturm-Liouvillesche Polynomsysteme” [2], caracterizé a las familias de Hermite, Laguerre, Jacobi y Bessel
como soluciones de diferentes ecuaciones diferenciales hipergeométricas de segundo orden, dichas familias
son las unicas soluciones de este tipo de ecuacién. Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi satisfacen

las siguientes ecuaciones diferenciales, respectivamente:
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Otra caracteristica de las familias de polinomios ortogonales es que sus derivadas también son familias de
polinomios ortogonales y autofunciones de un operador diferencial de tipo hipergeométrico. Ademaés, pueden
expresarse en términos de la formula de Rodrigues

B, d"
w(x) dan

[0" (z)w ()],

nombrada asi en honor a Olinde Rodrigues, quien presenté este resultado, relacionado a polinomios de
Legendre, en 1816. En esta férmula w(x) es la funcién de peso respecto de la cual son ortogonales las familias

de polinomios.

Por tdltimo, una propiedad que verifican las familias de polinomios ortogonales cldsicos es una relacién de

recurrencia de tres términos del tipo

P (x) = anPpi1(x) + bppn () + an—1pn—1(x).

En 1939 Géabor Szegd reunié todos los resultados conocidos hasta el momento en su libro “Orthogonal

polynomials” [39].

Los polinomios ortogonales matriciales fueron introducidos por Mark Krein en 1949 [31]. M&s adelante, se
comenzdé a estudiar si en el caso matricial se cumplian las mismas propiedades que en el caso escalar, como
la relacién de recurrencia, el teorema de Favard, la formula de Rodrigues, entre otros. Antonio Duran, en
su trabajo publicado en 1997 [16], realizé un estudio similar al de Bochner para el caso matricial, buscando
familias de polinomios matriciales que sean autofunciéon de un operador diferencial hipergeométrico matricial

de segundo orden del tipo
2

d d
D=A—+A—+A
% da? A dx + 4o
donde Ay, A; y Ap son polinomios matriciales de grado a lo sumo 2, 1 y 0 respectivamente. A diferencia
del caso escalar, el caso matricial presenta una dificultad extra ya que el producto entre matrices no es

conmutativo, por lo que es necesario definir si el operador diferencial actia a derecha o izquierda.

En principio, se desarrollaron dos métodos para encontrar familias de polinomios ortogonales matriciales.
Uno de ellos utiliza técnicas de representacion de grupos para obtener funciones esféricas matriciales asociadas
al espacio proyectivo complejo [16, 26, 29]. El segundo método desarrollado busca resolver un conjunto de
ecuaciones diferenciales matriciales, planteando que el operador diferencial D sea simétrico respecto a una
matriz de peso W(x) que hace ortogonal a la familia de polinomios matriciales [18, 20, 21, 26]. Asi, se busca

resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

WAy = ALW



AW Ay) = AiW + WA,
(WA)" — (WA + WAy = AiW

con ciertas condiciones de contorno.

En los ultimos anos se han encontrado ejemplos de familias de polinomios matriciales ortogonales que
verifican una ecuacién diferencial de segundo orden de tipo hipergeométrico. En particular, familias de

polinomios matriciales de Hermite de orden 2 x 2 han sido estudiadas en [3, 10, 12, 19, 20, 28].

El objetivo de este trabajo es encontrar familias de polinomios ortogonales ménicos de tamafio 2 X 2 que
sean autofunciones de un operador diferencial hipergeométrico matricial de segundo orden con autovalor
diagonal. El método utilizado busca determinar las condiciones necesarias que los parametros del operador
diferencial de segundo orden deben verificar para que sus autofunciones sean polinomios matriciales moénicos,
a partir de los cuales construimos familias completas de polinomios ortogonales respecto a una funcién de

peso matricial [6].
El presente trabajo estd estructurado en cinco capitulos. El primero de ellos es esta introduccion.

En el segundo capitulo se desarrollan nociones basicas sobre la teoria de polinomios ortogonales clasicos,
una introduccién a la funcién hipergeométrica de Gauss, la funcién hipergeométrica Confluente y se menciona

el problema de Bochner.

En el tercer capitulo se generalizan los resultados del capitulo 2 al caso matricial y se desarrolla la teoria

de operadores diferenciales matriciales.

En el cuarto capitulo se encuentra el aporte principal de este trabajo. Se desarrolla el método utilizado
para hallar familias de polinomios matriciales moénicos que sean autofuncién de un operador diferencial y

sean ortogonales respecto a un peso, y se presentan los resultados obtenidos.

Por 1ltimo, en el quinto capitulo se presentan las conclusiones y un resumen de los principales resultados

obtenidos en el capitulo anterior.



Capitulo 2

Funciones clasicas

2.1. Polinomios ortogonales clasicos

En esta seccién desarrollaremos la teoria clasica de polinomios ortogonales y veremos las propiedades

principales que los caracterizan. Estos resultados estdn basados en los textos [1, 4, 14, 33, 39].

Definicién 2.1. Denotamos el espacio vectorial de todos los polinomios con variable real x y coeficientes

complejos como C [x].
Clz] = {p(x) =apz" +an 12" . Faritar4ar:a €Cne NO}

Si an # 0 diremos que el polinomio es de grado n y lo notamos gr(p) = n, a, se denomina coeficiente

principal. Ademds, si a,, = 1 decimos que el polinomio es monico.

Definicién 2.2. Un producto interno en un espacio vectorial V es una funcién (-,-) : V.xV — C que

cumple, para todo heV ara todo o, B € C, las siguientes propiedades:
pLe, P » 3, yp , s g prop

i) (£, ) =0y (f,f) =0 siysdlosif=0,

i) (f.9) = (9, ),

iii) (af + Bg,hy = a (f,h) + B (g, h).

Observemos que un espacio vectorial con un producto interno es un espacio normado, con norma
Il = (-, "2

Definicién 2.3. Dada una funcion a(x) no decreciente y acotada en R, la llamamos m-distribucién si

toma infinitos valores distintos y sus momentos, esto es, las integrales

/Rx"da(:r),

existen y son finitas Vn € Ny.



Si ax) es absolutamente continua, entonces
do(z) = w(z)dz

donde w(x), es no negativa e integrable en R.

En adelante consideraremos a las m-distribuciones como da(z) = w(z)dz.

Definicién 2.4. Una funcion w : [a,b] — R se dice de peso si es positiva y sus momentos

b
,un:/ 2"w(x)dx

existen y son finitos para todo n € Ny.

Proposicién 2.1. Dada una funcion de peso w en un intervalo [a,b], se tiene que Vf, g € C [a,b]

(f.g), = / f(@)g@w(x)da

es un producto interno en C [a,b].

Demostracion. Sean f,g,h € C[a,b], a, 8 € C

b b
) (. fh = [ f@F@w@de = [ @) w()ds

b
Como || f(2)]|* w(z) > 0 en casi todo punto, entonces / £ ()| w(z)dz > 0.
a

Por otro lado, si f = 0 claramente (f, f), = 0.

Si (f, f), =0, como w(z) es positiva en casi todo punto, entonces f = 0.

ii) Como w(z) € R, entonces w(z) = w(x), usando las propiedades de conjugacién se obtiene

b b
(f.9), = / f(@)g@w(z)dz = / F@g(e)w(x)de = (g, o,

iii) Utilizando la linealidad de la integral obtenemos

b
(af + Bg,h), = / (af(z) + Bgla) M@)w(z)dz

b b
— [ as@h@u(e)ds + [ salaiih()ds

a

‘ b
—a [ j@h@w@d+ 5 [ ghw(ods

= a(f,h), +B{g,h), -



Definicién 2.5. Sea {p,(z)}

una funcidn de peso w(x) si gr(pn,) =n, ¥n € Ny y

neNg C Clz], decimos que la familia de polinomios es ortogonal respecto a

b
al@) (@) = [ pu(a)pm(@(a)ds =0,
a
siempre que n £ m.
Si ademds se cumple que (pn (), pn(x)),, =1, decimos que son ortonormales.

Observacién 2.1. Notemos que, ¥V p(x), q(z) € Clz], (p(x), q(x)),, < co. Esto se deduce de que los momentos

n m
de la funcion de peso w son finitos. Es decir, si p(x) = Zakxk yq(z) = ij:rj, entonces
k=0 §=0

n m n,m b
(p(x), q(x)), = <Z akxkazbﬂj> = Z aij/ xk”w(az)dx < 00
k=0 J a

i=0 w k=0

Por lo tanto, C[z] es un espacio vectorial con producto interno.

Teorema 2.2 (Existencia y unicidad). Dada una funcién de peso w : R — R, existe una inica familia de

polinomios {pn ()}, cn, que cumple las siguientes propiedades
i) pn(x) = Ypx™ + rp_1(x), con v, >0 yrp_1 € Clx] de grado a lo sumo n — 1.

1 n=m

i1) Apn(x)pm(x)w(x)dx =0pm = 0 nim

Demostracion. Para probar la existencia utilizamos el proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt. Con-

sideremos la coleccién {z"}, -\, que es una base de C [z], realizamos el siguiente proceso.

1

Ui (z)

Sea U (x) = x — (Py, x) Py, entonces Pj(z) = ACRADIE

|
—_

k
S (), 2%) Py(x), entonces Py (x) = __Ue@) con
Sea Ug(z) = (P;(z),2") P;(z), ent Py(x) (@), Un (@)} k> 2.

I
=

i

Claramente, la familia de polinomios {Pn(x)}neN0 es ortonormal por la forma en que fue construida.

. Entonces tomando 7y,, = ﬁ >0,

Notemos que P, (z) = | 2" — y (Pi(z),z™) Pi(z) | ——+——
4 ( 2 ><Un<x>,Un<x>>

obtenemos la condicién (i).

Para demostrar la unicidad supongamos que existen {p,} y {¢.} dos familias de polinomios ortonormales

que verifican (i) y (ii). Por induccién probaremos que p,(z) = g (x), ¥n € Ny.

Si n =0, entonces po(x) = ag ¥ go(x) = by. Por la segunda condicién tenemos que

/Ragw(ac)dz =1= / baw(z)dz,

R



entonces a2 = b2 y del hecho de que ag y by son positivos concluimos que ag = by.

Supongamos que pp,(z) = ¢ (z) Vm < n. Como p,, pertenece al espacio generado por {gx};_, tenemos

que
n n—1
pa() = cigi(x) =Y cipi() + cngn(2),
i=0 i=0
donde ¢; = (pn, ¢;), por la segunda condicion, ¢; = 0 Vi < n. Entonces, p,(z) = ¢, g, ().

Usando un razonamiento similar al caso n = 0, tenemos que ¢, = 1. Asi, p,(z) = ¢, (2). O

Corolario 2.3. En particular, para una funcion de peso w existe una unica familia de polinomios ortogonales

monicos.

Observacién 2.2. Sea {pn}neN0 una familia de polinomios ortonormales respecto a una funcion de peso w.

Entonces la familia de polinomios {¢,} definida como

n€Ny
4n (%) = anpn (),
con oy, € C\ {0}, es ortogonal respecto a w.

Proposicién 2.4. Sea {p,(z)},cn, una familia de polinomios ortogonales. Entonces (q(z),pn(z)), = 0

para todo q(z) € Cz] de grado menor o igual a n — 1.

Demostracion. Sea q(x) € Cl[z], entonces pertenece al espacio generado por {p,(z)},cy,, es decir,
n—1
q(x) = Z aipy(z). Por lo tanto,
k=0
n—1
{a(@), pn()), = Y ak (pu(x), pa(@)),, = 0.
k=0
O

2.1.1. Propiedades de polinomios ortogonales clasicos

Teorema 2.5 (Recursién de tres términos). Sea {p, ()}, oy, una familia de polinomios ortogonales respecto
a un peso w, con coeficiente principal v, > 0. Entonces, la familia de polinomios satisface una relacion de

recurrencia de tres términos de la forma:

TPn(2) = any1Pn11(2) + bppp () + cno1pn-1(),

donde p_1(z) =0,c_1 =0y

P Tn
n+ 7n+17
_ <Ipn(17),pn(:17)>w
n =5
[[pn]
2
_ In-1 ||an
Cpoq = —— ————.
Yn |[pn-1ll

10



Demostracion. Notemos que zp,(z) es un polinomio de grado n + 1, entonces existen ciertos d; € C,

0 <i<n+1 tales que
n+1

xpn(z) = Z dip;i(x).
=0

Observemos que

(o)) = [

2pn(@)g(@)w(z)dz = / Po(@)2q@)w()dz = (pn, 2q),,
R

R

Entonces por el corolario anterior, para todo polinomio ¢ de grado n — 2, se cumple (xp,,q) = (pn, q) = 0.

En particular (zp,,px) =0,k =0,1,...,n—2.

Como {pn(2)},cy, es una familia ortogonal,

n+1
(@pn, )y = Y di (pis o) = di (pr o) = i [P
i=0
Por lo tanto, dy = d; = ... = d,,_2 = 0, es decir,

IPn (I) = dn+1pn+1(x) + dnpn (I) + dn—lpn—l(x)-
Si en cada miembro analizamos el coeficiente principal tenemos que

Tn
Tn+1

> 0.

dnJrl -
Para el coeficiente d,, tenemos

2
<$pn7pn>w = <dn+1pn+1 + dnpn + dnflpnflapn>w = <dnpn7pn>w = dn ||an .

<xpn7pn>w

Por lo tanto, d,, = 5
[Pl

Por ltimo, analizamos el siguiente producto interno

<xpn7pn71>w = <dn+1pn+1 + dnpn + dnflpnfhpnflxd = <dn71pn717pn71>w = dnfl Hpn71||2 .

Por otro lado,

(&P Pr1)y = (P @Pn1)y = 2 pall®.
Tn
lpnll®
Por lo tanto, d,,_; = %_17]3"2
Yn |[Pr—1]|

O

Corolario 2.6. Sea {pn(x)}neN[J una familia de polinomios ortonormales respecto a un peso w. Entonces,
la familia de polinomios satisface una relacion de recurrencia de tres términos de la forma
TPy () = an+1Pn+1(2) + bppp () + anpn—1(2),
Yn

donde a,, = ey b, € R, para todo n € Ny.

El siguiente resultado es el reciproco del teorema de recursién de tres términos.

11



Teorema 2.7 (Teorema de Favard). Sean {an},cn, € RY, {bn},cn, € R ¥ {pn(®)},en, una familia de

polinomios que satisfacen la siguiente relacion de recurrencia de tres términos

mpn(x) = anpn—1<x) + bnpn(x) + an-l—lpn—i—l(m)a

conp_1 =0y py =0 > 0. Entonces existe una m-distribucion w tal que
[ pa@pn@)ota)do = o
R
siempre que n # m.

n
Demostracion. Sea p, = Z diz®. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que po(x) =1, y definimos
k=0

{po(@),po(2)) = po = av,

{(po(z),pn(z)) =0 VneN.

Entonces, por la relaciéon de recurrencia de tres términos

0= {pa(a).pr(2)) = (o), L= 0pot5) ~ o)

ay

- % (o), zpo(a)) = bo (po(), po())) = “_ib(’”o

Por lo tanto, u1 = bouo.

Del mismo modo calculamos po,
0 = {pufo). ) = {pole), 2D =)~ (2]
— aiz ((po(z), xp1(z)) — a1 {po(z), po(z)) — b1 {po(x), p1(x)))
_ dypre — doprr — azfio

a2
_ dapg — (dobo + a1) 10
as ’
bod
Despejando, ps = %Jraluo.
1

Reiterando el procedimiento obtenemos la sucesién de momentos {pu, } . Observemos que, para n > 2

neNy
(xpn(x),po(x)> = an <pn—1(x)7p0(x)> +bn <pn(x)ap0(x)> + an+1 <pn+1(x),p0(x)> =0;

paran > 3

(2°pn(x),p0(2)) = an (@pn-1(2), po(x)) + bn (xPn (%), Po(x)) + ant1 (2Pns1 (@), po(x)) = 0.

Por lo tanto, para 0 < k < n, <xkpn(m),po(x)> =0.

12



Luego, para k =n

(" pn (), po(x)) = (2" (zpn()), po(x))

n—1

=T (anpnfl(x) + bnpn(x) + an+1pn+1(x))7p0(x)>

n

(), polz))
n72(

Il

S
3
~

8

xpn_1(x)), po(x))
n—2(

:an<:1:

an—lpn—Q(x) + bn—lpn—Q(x) + anpn(x))7p0(x)>]

n—2

= an [<x
= QpQp_1 <$ pn727po($)> :

Continuando con el procedimiento,

(2" pn (), po(x)) = anan_1...a1puo.

De esto se deduce que, si n # m, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que m < n, entonces

n

<pn(x)7pm<w)> = Z <pn(m)7 ckxk> =0,

k=0

y si n = m, entonces (p, (x),pn(2)) = anan_1...a2a1up > 0. O
Una caracteristica de las familias de polinomios ortogonales cldsicas es que son autofunciones de un ope-
rador diferencial de tipo hipergeométrico.

Definicién 2.6. Llamamos ecuacion diferencial de tipo hipergeométrica a toda ecuacion diferencial

de la forma
o(@)y"(x) +7(2)y'(z) + Ay(z) = 0 (2.1)

donde o y T son polinomios de grado a lo sumo 2 y 1, respectivamente, y A es una constante.

Las soluciones de una ecuacion diferencial de tipo hipergeométrica se denominan funciones hipergeo-

métricas.

Un resultado importante es que las derivadas de cualquier orden de funciones hipergeométricas son nueva-
mente funciones hipergeométricas. Este resultado da lugar al desarrollo de la férmula de Rodrigues, la cual
permite encontrar explicitamente los polinomios de grado n que son solucién de una ecuacién diferencial de
tipo hipergeométrica. Dicha féormula fue establecida por Olinde Rodrigues en 1816 para un caso especial de

polinomios ortogonales clasicos, los polinomios de Legendre.

Proposicion 2.8. Las derivadas de funciones hipergeométricas son funciones hipergeométricas.

Demostracion. Derivamos la ecuacién (2.1) respecto de la variable z y reemplazamos v1 (z) = y/(z). Tenemos
o(z)vi (z) + 1wy (z) + pavi (2) = 0, (2.2)

donde 7y (x) = 7(z) + 0'(z) y u1 = A+ 7'(x). Como 71 es de grado 1 y u1 es constante, entonces (2.2) es de

tipo hipergeométrica. Por lo tanto, vy es una funcién hipergeométrica.

13



Reiterando el procedimiento, obtenemos una funcién de tipo hipergeométrica para y(") () = vp(x):

a(z)v) + T (z)v), + pinvy =0 (2.3)

. ’ . . 7 ’ nn—-1) ,
donde 7, () = 7(x)+no’(x) es un polinomio de grado 1, y p,, = A+nt ($)+TU (z) es una constante.
Por lo tanto, las derivadas de y(z) son funciones hipergeométricas. O

Teorema 2.9. Dada una ecuacion diferencial de tipo hipergeométrica

o(x)y" (z) + 7(x)y (x) + My(z) =0,

-1
siA= M\, = —n7'(x) — %a”(m), para n € Ny, sus soluciones son polinomios y su expresion es
dm Apn By d™™
— - 2.4
dzm Yn(T) pm (@) dazn—m pn(T), (2.4)
n—1 1 dr
=(=1)" Ag=1,Apn = A Bn = ———yn(x).
donde An ( ) Hukn 0 y Amn m()‘)|/\:)\n Y Dn Ann dm”y (l‘)

k=0
Ademds, si m = 0 obtenemos una representacion explicita de los polinomios para toda n € Ny

B, d"
p(z) dan

yn(2) = [0" (2)p()] - (2.5)

A la ecuacion (2.5) se la denomina férmula de Rodrigues.

Demostracion. Multiplicamos las ecuaciones (2.1) y (2.3) por las funciones apropiadas p(z) y pn(x) respec-

tivamente, para poder escribirlas de la forma autoadjunta

(o(@)p(x)y (@) + Ap(a)y(x) = 0 (2.6)
y
(U<x)pn(x)v;z($>)/ + tnpn(z)vn(z) = 0. (2.7)
Aqui, p(z) y pn(x) satisfacen las ecuaciones diferenciales
(o(x)p(x)) = 7(2x)p() (2.8)
y
(0(z)pn(x)) = Tn(@)pn (). (2.9)
Ahora, utilizando la forma explicita de 7, (z), podemos establecer la relacién entre p,(z) y p(z). Tenemos
C@al@) L (e
pula) (Ao = TG ),
de donde
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Integrando ambos miembros obtenemos

pn(x) = o™ (z)p(x) (n € Np). (2.10)

Como o (z)pn(x) = pri1(x) y vl,(2) = vpt1(x), podemos reescribir la ecuacién (2.7) de la siguiente manera
1
pn(@)vn(2) = _; (Pnt1(@)vpt1(2)).

n
Por lo tanto, si m < n, obtenemos de manera sucesiva
1

pm() = — o (Pm+1(2)Vm1(2))’

e

= 2 pu(@)on(@)
n—1
donde A, = (-1) H ue 'y Ao = 1.
k=0

Si MUn = 0, €s decir,
—1
TL(TLQ ) //( )’

entonces la ecuacién (2.3) tiene como solucién particular v, (x) = ¢, con ¢ constante. Como v, (z) = y™(z),

A=\, = —n7'(z) —

la ecuacién (2.1) tiene como solucién particular y(z) = y,(x) un polinomio de grado n.

Asi, si y(z) = yn(z) es un polinomio de grado n, entonces

vn(x) =y (2) = cte,
y obtenemos la siguiente forma explicita para dichos polinomios

am  ApnB, dvm

1 d
dOnde Amn = Am<)\)|>\:)\n y Bn = Tm@y"(x)
En particular, cuando m = 0, tenemos la siguiente representaciéon explicita para polinomios de tipo
hipergeométrico
() = 20 L (o ) p(a)]
)= — 0" (x)p(z)] .
O

A modo de resumen, decimos que una familia de polinomios ortogonales {p, ()}, oy, es clasica si satisface:

1. Ser solucién de una ecuacién diferencial de tipo hipergeométrico;
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2. {%pn(x)}n cy €S una familia de polinomios ortogonales;

3. Los polinomios pueden expresarse en términos de una férmula de Rodrigues

B, d'
w(x) dxm™

0" (2)w ()]

donde B,, es una constante que depende de n y w es la funcién de peso que hace ortogonal a la familia

de polinomios;

4. Verifican una relacion de recurrencia de tres términos

TP () = anPni1(T) + bppn(z) + an_1pn—1().

Las tinicas familias de polinomios ortogonales clasicos son las de Hermite, Laguerre y Jacobi. En la siguiente

tabla resumimos sus caracteristicas.

Nombre Peso w(z) Férmula de Rodrigues Intervalo
Hermite e’ (U:(lx))" Czp—nnw(a:) (—00, +00)

Laguerre e Tx® (@) CZC—HTL[ "w(x)] [0, 00)
Jacobi | (1 —z)*(1+ )P () dd;n (1 — 2)"w(z)] [-1,1]

En la Seccién 2.3 probaremos detalladamente las propiedades enunciadas para los polinomios de Hermite.

2.2. Polinomios ortogonales hipergeométricos

Las funciones hipergeométricas son de gran interés, no sélo porque los polinomios ortogonales se pueden
representar en términos de ellas, sino por sus multiples aplicaciones en fisica y matematica. En esta seccion

desarrollaremos los resultados més destacados sobre este tema. Para esto nos basamos en [1, 8, 37, 38].

2.2.1. Funcidén hipergeométrica de Gauss

El término serie hipergeométrica fue utilizado por John Wallis en el libro "Arithmetica infinitorum",
publicado en 1655, al estudiar la serie

l+a+ala+1)+ala+1)(a+2)+...

Una generalizacion de esta serie fue estudiada por Leonard Euler en 1748 e introducida por Carl Friedrich

Gauss en 1812 en su tesis "Disquisitiones generales circa seriem infinitam"[34].

Definicién 2.7. La funcién Gamma, I'(z), puede ser definida por alguna de las siguientes expresiones:

(1) Euler: T'(z) :/ t*"le7tdt, si Re(z) >0;
0
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nln?
B = 1 ) 0,—-1,-2,...;
(2) Gauss (z) TL1—>H;O Z(Z Jr 1) . (Z + n) ) SZ Z # b b b )

(oo}
(3) Weierstrass: T'(z) = ze*7 H (1 + %) e #/™, donde v es el nimero de Euler,
n=1

— log(n)) ~0,57721...

| =

7= 5% (Z

k=1

Proposicién 2.10. I'(z + 1) = 2I'(2).

Demostracion. Integrando la Definicién (1) por partes tenemos

I(z+1) = / t*etdt = [—tze_t]go —I—/ 27 e tdt = z/ t*"le7tdt = 2T(2).
0 0 0

Corolario 2.11. Sea n € N, entonces I'(n + 1) = nl.

Observemos que, utilizando la definicién de la funcién Gamma de Euler, podemos definirla en todo el

plano complejo, excepto en Z, como

t*~te7tdt si Re(z) >0
0
I'z+1)
z

I'(z) =
si Re(z) <0ANz#0,—-1,-2,...

Definicién 2.8. Sea a € C\ Z; . Definimos el simbolo de Pochhammer como
T'(a+n)
(@)n =
I'(a)

Ademas, si n € Ny, a € C, podemos definir el simbolo de Pochhammer como

(a) 1 st n=0
a)n =
ala+1)...(a+n—-1) st neN

Notemos que (1), = nl.

Proposicién 2.12. Sean n,m € N, a € C\ Z , entonces

1. (a)_p = (f_—lz:); a#0,+1,42, ...

2. (a)"H—n = (a)m(a + m)n

3. (@i = A

0—a n),conogkgn
—a—n)g

17



(71)kn! P 0<k<
4 (—n)p = -k St U=R=M
0 st k>n

Demostraciéon. Sean n,m € N

1. Sea a € C\ Z;, entonces

() _n = Ila—n)  Tla—n) I(a—n) _
" I'(a) (a—1)T(a—-1) (a—1)(a—2)T(a—-2)
B I'(a —n) (="

S (a—1)(a—-2)...(a—n)'(a—n) (1-a)(2—a)...(n—a)
) = Ly

QI-a)(l-a+t1)...(l-a+(n—-1) (I—an

_Tla+m) T'((a+m)+n) T(a+(m+n))
(a)m(a + m)ﬂ - F((Z) . F(a ¥ m) - F(a) - (a)m+n.

3. Sea k € N tal que 0 < k < n, por los puntos 1 y 2 tenemos

\k a),(—1)*
(i = sty = Oulo 1) = O = G

(—1)kn! (—1)Fn!

4. Si en el {ftem 3 hacemos a = 1, tenemos que (n — k)! . Por lo tanto, (—n)g

siempre que 0 < k < n.

Si k > n, entonces k =n+m para algdin m e Ny 1 <m < k — 1. Luego,

(—n)g = (—n)(-=n+1)...(—n+(k—m))...(—n+ (k—1)) = 0.

Definicién 2.9. Sean a,b € C, ¢c € C\ Z; . Definimos la funcién hipergeométrica de Gauss como

oF1(a,b,c;2) = Z e

n=0

Observemos que 2F1(a,b, c;z) = 2F1(b,a,c; z). Ademds, por el punto 4 de la proposicién anterior, si a (o

b) € Z~, la serie se reduce a un polinomio, es decir, si a = —m, con m € N, entonces

2Fi(—m,beiz) = 3 Emn(O)n 2" _ 3 Mi’:

—  (©n n (m—=n)!(c), n

Proposicién 2.13. La funcion hipergeométrica de Gauss converge absolutamente si |z| < 1, diverge absolu-

tamente si |z| > 1, y si |z| = 1 converge absolutamente si Re(c —a —b) > 0 y diverge si Re(c —a —b) < 0.
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Demostracion. Sea z € C, analizamos la convergencia absoluta por el criterio de D’alambert. Sea

(@)nt1(0)na 2"+ (¢)n Z‘ (a+mn)
(On+1 (n+ 1! (a)n(b)n 2™ (c+n)(n+1)

Por lo tanto, la serie converge absolutamente si |z| < 1y diverge si |z| > 1.

= lim
n— o0

Supongamos ahora que |z| = 1. El criterio de Raabe establece que, dada una serie de términos positivos
> an, si existe una serie B,, acotada tal que, para n suficientemente grande, se cumple

B

Qg :1+B+7g’7
n n

Ap+1
entonces la serie converge si p > 1 y diverge si p < 1 [25].

2

Calculamos y obtenemos
n+1
2 2 2 = 2
dn |7 le+nlfn+1] 122 = (c+n)(e+n)(k+1) (2.11)
dns1 la+nf?[b+ nl? (a+n)@a+n)b+n)b+n) ‘

Desarrollando los productos obtenemos el cociente de dos polinomios P(n) y Q(n):
P(n) = n* + 2n® (Re(c) + 1) +n? (|c|* + 4Re(c) + 1) + 2n (|c|> + Re(c)) + |c|?
Q(n) = n* + 2n3 (Re(a) + Re(b))
+n? (|a|* + [b]* + 4Re(a).Re(b)) + 2n (Re(a)|b]* + Re(b)|al?) + |al?[b]?
y cuyo resto es

R(n) = 2n3 (Re(c — a — b) + 1) + n? (|c|2 —la|® = |b|> + 1 + 4Re(c) — 4Re(a)Re(b))
+2n (|¢[* + Re(c) — Re(a)|b]* — Re(b)al?) + [¢|* — [a|*[b]*.

Es decir, dn = @ =4/1+ M Aproximando la raiz por el desarrollo de Taylor obtenemos
dn 41 Q(n) Q(n)
dn R
ELON
dn+1 2Q(n)
Ahora analizamos el cociente (n) y obtenemos
Q(n)
R(n) 2(Re(c) — Re(a) — Re(b))+1  S(n)
= + ,
Q(n) n n?
donde S(n) es el resto de R(n) .
Q(n)
Entonces
dy ~14 Re(c—a—0b)+1 n S(T;)
dp+1 n n

Como |S(n)| estd acotado para n suficientemente grande, por el criterio de Raabe, la serie converge si
Re(c—a—b)+1> 1y diverge si Re(c—a—b)+1< 1. O
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Teorema 2.14. La funcién hipergeométrica o Fi(a,b, c; 2) verifica la siguiente ecuacion diferencial

a’f df

dz?

2(1—2)7—1-(6—(a+b+1)z)£—abf20 (2.12)

st |z < 1.

Demostracion. Sea f(z) = oFi(a,b,c; z). Como la serie converge absolutamente si |z| < 1, entonces

df (2) d i (@)n(b)n 2" i i (@)n(b)n _ i (@)n(b)n 2"
( (

dz  dz —dz (o) — (Jn (n— 1y

de(Z) — d’ (a)n(b)n i (a)n(b)n 22

A2 =d2? (o)

Reemplazamos las derivadas en (2.12) y tenemos

(O)n (n—1)!

ala+1)b(b+1) ala+1)b(b+1) a?b + ab® + ab + a?b*

c(e+1) (c+1) ¢

(@)n+1(b)n+1 (a)n(b)n + (@)nt1(b)ny1c _ (a+b+1)(a)n(b)n ab(a)n(b)n.

para z™: (c)n+1(n — 1)! - (c)n(n _ 2)! (C)n+1n! (C)n(n - 1)! a (C)nn!

:Z(azn(b)n 2 '_Z(a)n(b)n z”2>! +Zc<a)n(b>n z . (2.13)

0;

Si resolvemos el coeficiente n-ésimo, para n > 2, obtenemos como resultado 0. Por lo tanto, 2 Fi(a, b, ¢; 2)

es solucién de la ecuacién diferencial (2.12).

O

Ahora presentaremos las denominadas relaciones de contigiiidad de la funcién hipergeométrica. EI nombre

se debe a que se observa lo que sucede si uno de los pardmetros de la funcién varia en +1. La funcién

hipergeométrica puede escribirse como combinacién lineal de dos de sus funciones contiguas. Usaremos la
notacion F = oFi(a,b,c;2), F(a £ 1) = oF1(a £ 1,b,¢;2), F(b+ 1) = o2Fi(a,b£1,¢;2), Flcx 1) =

oF1(a,b,c £ 1;2).
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Proposiciéon 2.15. Las relaciones de contigiiidad de la funcion hipergeométrica son:

(1) [c—2a— (b—a)2] F +a(l - 2)F(a+1) — (c — a)F(a—1) = 0
(2) (b—a)F +aF(a+1)—bF(b+1) =0

(3) (c—a—b)F+a(l—2)F(a+1)— (c—b)F(b—1) =0

(4) cla—(c—b)2] F —ac(1 — 2)F(a+1) — (c — a)(c — b)zF(c+1) = 0
(5) (c—a—1)F+aF(a+1)—(c—1)F(c—1) =0

(6) (c—a—b)F—(c—a)F(a—1)+b(1—2)F(b+1)=0

(7) (b—a)(1 - 2)F — (c—a)F(a— 1)+ (c— b)F(b— 1) =0

(8) ¢(1 — 2)F —cF(a—1) + (c—b)zF(c+1) =0

(9) [a—1—(c—b—1)2] F+ (c—a)F(a—1) — (c— 1)(1 — 2)F(c—1) =0
(10) [c— 20+ (b—a)2] F +b(1 — 2)F(b+1) — (c — b)F(b—1) = 0

(11) c[b— (c— a)2] F —be(1 — 2)F(b+ 1) + (c — a)(c — b)zF(c+ 1) = 0
(12) (c—b—1)F +bF(b+1) — (c— )F(c—1) =0

(18) ¢c(1— 2)F — cF(b—1) + (c—a)F(c+1) =0

(14) b—1—(c—a—1)2] F+ (c—b)F(b—1)— (c—1)(1 — 2)F(c—1) =0

(15) clce=1—2c—a—-b—1)z]F+ (c—a)(c—b)zF(c+1)—c(c—1) (1 —2)F(c—1)=0

Demostracion. Veremos la demostracion de los ftems (1) y (3). El resto se demuestra de manera similar.

(1)
le— 20— (b—a)s] F+a(l — 2)F(a+ 1) — (c— a)Fla— 1) =
e — 24 — (b— a)7] 2 mzz)(:)” a(-2) ni% @+ Dn®)n +(3:(b)" S (e—a) 2 @z Dn®)n _(3:(5)" z.
Por las propiedades del simbolo de Pochhammer, tenemos las siguientes relaciones
0= G
(o1, - @eto )

Reemplazamos en la ecuacién anterior

c—20 Y @ella 2 ) $5 @) ¢ far (@B, 22

n=0 CI n=0 (©)n n! n=0 (©)n
(@t n)@a(b)n S (@ D(@)a () 2"
;} (©)n i )nz (a+n—1)(c), n!

et 1) @ahn
Z (a+n—1) (c¢)un! : 7;) + (¢)nn!

n=0
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Evaluamos los coeficientes de z”. Para 20 claramente el coeficiente es 0. Para 2™ con n > 0:

nlc+n—1(a)n0)n N—=14b)(a0)n-10)n-1 (a)n(b)n [nlc+n—-1) n(c+n-1)

(@+tn—1)(c)an! ()n_1(n—1)! = own | axn=1) (atn-1] "
Por lo tanto, [c —2a — (b—a)z] F+a(l —2)F(a+1) — (¢ —a)F(a—1) = 0.
3)
(c—a—bF+a(l—2)F(a+1)—(c—bF(b-1)=
(C*d*b)z (a)n(b)nir;l+a(lfz)z(a+1)n(b)ni’r:*(6*b)z (a)n(bil)ni:l
— (o nl — (o nl (0.l
Por las propiedades del simbolo de Pochhammer enunciadas antes tenemos
S @a®e R e n)@aB S @b —1) 2
(c b);::o CRETRES >§Q on b>n§::0 b+ n—1)(0), !
= n(c+n—1)(@)n(b)n , - (@)n(O)n _ni1
nz b+n—-1) (c)pn! : _nZ:O(a—"n) (¢)nn! o
Evaluamos los coeficientes de 2™, Para z° claramente el coeficiente es 0. Para 2™ con n > 0:
nletn =) @a®n o @ea®as _ (@u®a [nletn=1) nletn-1)
O N TR L o ey e v Sy v ey { brn=1) (tn-1 ] °
Por lo tanto, (c—a—b)F +a(l —2)F(a+1)— (c=b)F(b—1)=0.
O

Proposicion 2.16. La funcion hipergeométrica tiene la siguiente relacion con sus derivadas

d—mgFl(a b,c;z) = (a){z)(j)m

o oF1(a+m,b+m,c+m;z).

S (a)n(b)n 2"

Demostraciéon. Como la serie de potencias g © — converge absolutamente para |z| < 1, entonces
c n!
n=0 n
es C™ en |z] < 1, y la derivada m-ésima se puede expresar como

dm n(b)n 2™
dm2F1abcz E:Odzm{cn n'}
n

Probaremos por induccién sobre m:
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(@n (n=1)

_ - (@pra Bk 2F
a kZO (k1 K

Z(a+1)...(a+k).(b+1)...(b+ k) 2F
Z c+1) A(c+k) K

a.b = (a4 1)p(b+ 1), 2F
PP D e T

! oFi(a+1,b4+1,c+1;2).

m—1 b
Supongamos que Tom—1 oF1(a,b,¢;2) = M o Fy

© (a+m—1,b4+m—1,c+m —1; z). Entonces,
C)m—1

m

d dm 1
%QFl(a,b,C;Z) = % |:dz7nl2 1(& b C; Z):|

_d [(a)m_l(b)m_l i (atm—1)u(b+m—1), 2"

| @ma & c+m—1), nl
- e
R
= e ot i),

Proposicién 2.17. Si Re(c) > Re(b) > 0 y |arg(l — z)| < m, entonces

oF1(a,b,¢;2) = F(b)l—‘(c—b)/o tbil(l - t)cfbfl(l —tz)” L.

Llamaremos a esta integral representacion integral de Euler para la funciéon hipergeométrica. Observemos

que, de la igualdad 2Fi(a,b,c;2z) = 2Fi(b,a,c;z), si Re(c) > Re(a) > 0y |arg(l — z)| < m, entonces
I'(c) ! -1 —a—1 —b

F bc;2) = ————— A=) (1=t dt.

2 1(0,, 7072) F(CL)F(C*GJ)/O ( ) ( Z)

a
Demostracion. Dado que la funcién (1 + 2)? tiene el desarrollo en serie de potencias Z ( )z", siempre
n
n=0
que |z| < 1, donde

(a) aa—1)...(a—n+1) _ (-1)"(=a), (214

n! n! ’
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entonces, si [tz] < 1,

(1-tz) = i (_na> (—tz)" = i %tnz”.

n=0 n=0

Por lo tanto,

n!
=0

- i (?3!” o (/01 b=l - t)c—b—ldt)

1 1 oo (a)n
/tbfl(l—t)“”*l(l—tz)*“dt:/ =1 —)eot g | dt
0 0 -

n=0
- i (‘Z" Z"B(n+b,c—b)
n=0 ’
B > (a), T(n+b0)T(c—10) ,
N T;) n! T'(n+c) o

I'(2)I'(y)

Donde B(ZE, y) = m

1
= / t*71(1 — )V~ 1dt es la funcién beta.
0

Asi,

F(C) ! b—1 _ p\c—b—1 —tz) e _
F(b)F(c—b)/Ot (L= (= t2) "t = R )

n=0 (C)n’I’L'
— 2F1(av b7 (6% Z)
O
Corolario 2.18. (Teorema de sumacion de Gauss) Si Re(c —a —b) > 0, entonces
I(e)T'(c—a—-10)
Fi(a,b,c1l) = —————+=
2Pi(abal) = o= T e =)
Definicién 2.10. La ecuacion diferencial de segundo orden
d? d
2(1—2) w(z) +c—(a+b+1)z] wiz) _ abw(z) =0 (2.15)

dz? dz

con a,b,c € C, es llamada ecuacion diferencial hipergeométrica de FEuler. Equivalentemente, la pode-

mos escribir como

d
con5—2<dz>.

Proposiciéon 2.19. La ecuacion diferencial hipergeométrica tiene tres singularidades requlares en 0,1 e oco.

(5@ +c—1)—2(6+a)(d+b)}w=0. (2.16)
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Demostracion. Consideremos las funciones P(z) = z(1 — 2), Q(2) = ¢ — (a+ b+ 1)z y R(z) = —ab. Dado
que la funcién P(z) se anula en 0 y 1, veamos si son puntos singulares regulares.
Q(2) , zle—=(a+b+1)7] c—(a+b+1)z

ll—I}})ZP(z) :ll—r{(lJ z(1—2) :ll—{% 1—2 -G

2 R(2) Ifm 2%(—ab) ., —zab
2—0 P(z) 2—0 z(l — z) z—=01 — 2

(2 — 1)) gy B Dle(axb D] em(edtbilz g
21 P(z) z-1 z(1 —2) z—1 z
—1)2(— (s —
lim (z — 1)? (2 = lim (z = 1)7(~ab) = lim (2 = D)ab =0
z—1 P(z) z2=1  z(1-2) z—1 —z

Asi, 0y 1 son puntos singulares regulares. Analicemos ahora cuando z — oo, para ello realizamos el cambio

de variable z = = y analizamos el limite ( — 0. La ecuacién diferencial hipergeométrica nos queda
d*w dw
2 2 _
¢ (C_l)d@ +[2¢(¢=1) = Ce+ (a+ b+ 1)(] ac — abw = 0.

Asi, considerando las funciones P(¢) = ¢2(¢ — 1), Q(¢) = 2¢(¢ —1) = ¢+ (a+ b+ 1)C y R(C) = —ab,

veamos si ¢ es regular.

Q) . 2((—1)—Cc+(a+b+1)

SR T <D =1-a-%
mCQM— lim —ab =ab

1 P) ¢=0(¢C—1)

Por lo tanto, ( = 0 es un punto singular regular. O

2.2.2. Funcién hipergeométrica confluente

z
Un caso especial de la funcién hipergeométrica de Gauss se da cuando calculamos el limite blim o Fy (a, b, c; 5) .
— 00
En este caso lo que sucede es la confluencia de dos de las singularidades de la funcién hipergeométrica, ob-

teniendo asi un punto singular regular y otro irregular.

Definicion 2.11. Sean a € C y c € C\ Z , definimos la funcion hipergeométrica confluente como

1F1(a,c;z) = Z ((Z))" %T:
n=0 L

Veamos cémo se llega a la funcién  F} a partir de o F;. Evaluamos la funcién en z = 7

o Fy (a,b,c; %) = i M w”
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y analizamos los primeros coeficientes

—
S
~—
(=)
—~
=
~—
)
—_

Generalizando,

Si hacemos tender b al infinito, obtenemos

, Sw\ 2 (a)pw” 1 n—1Y) = (a)pw™ B )
Jm o Fy (“’b’c’3> _bliniozg) (©)nn! <1+b>"'(1+ b >_nz_% (©)nn! = 1hia.cw).

n=

Como la funcién o Fy (a,b, c; %) tienen singularidades en w = 0, w = b y w = oo, al hacer tender b al

infinito, las singularidades confluyen y 1 Fj(a, ¢; w) tendra singularidades en w =0y w = oo.

Proposicién 2.20. La funcion hipergeométrica confluente converge absolutamente en todo el plano complejo.

n
Demostracion. Analizamos por el criterio de la razén. Sea d,, = ((a))n Z—', entonces
C)p n!
ttm | $t| = gy |[@na (O 2 DY etz |
n—00 " n—00 | (a)n(C)nt1 2! n—oo [ (c+n)(n+1)
Por lo tanto, la funcién converge para todo z € C. O

Proposiciéon 2.21. La funcion hipergeométrica confluente 1 Fy verifica la siguiente ecuacion diferencial

de—f—l—(c—z)d]; —af =0. (2.17)

dz? dz

A esta ecuacion la llamamos ecuacion diferencial hipergeométrica confluente.

Demostracion. Partiendo de la ecuacion diferencial hipergeométrica dada en la Definicién 2.10, si reempla-
Zamos z = % entonces obtenemos

w

; (1—9)b2d2—f+ [c—(a+b+1)9} b%—abfzo.

b dw? b

Sacamos factor comin b,

w(l—w)?—l—[c—(i—l—l—i—;)w}j{lj—a]‘:&

Haciendo tender b al infinito, nos queda la ecuacién (2.17). O
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Proposiciéon 2.22. La funcion hipergeométrica confluente tiene la siguiente relacion con sus derivadas

d'f”/ m
—1Fi(a,c2) = ({‘?1F1(a +m,c+m;z).
c m

& n
.. . . Q)p = s .
Demostracion. Como la serie de potencias E E )) i —es analitica en todo el plano complejo, entonces es
C)p 1!
n=0

am a)y 2"
—dmlFlacz Zdzm{cnl'

Probaremos por induccién sobre m:

C®y

d = d™ [(a), 2"
iy o) = Z
dz" 1(a,2) ngodzm {(c)n m]
B i (a)n Zn—l
20 (=11
_ i (@)k+1 i
= (k41 k!
_a i (a+1); 2*
T ¢ m
¢ = (c+ 1)k k
_ (a)
—1F(a+1,c+ 152
(8)11 1( )
dmil (a)m,—l
Supongamos que ——1Fj(a,¢;2) = 1Fi(a+m—1,¢+m —1;z). Entonces
dzm—1 (¢)m—1
dm d [dr !
d—mlFl(a ¢ z) = o [dzm T1F1(a, ¢ z)}
_d [ (@)m-1 i (a+m—1), 2"
~dz | (©)mot —(c+m—1), nl

Proposiciéon 2.23. Las relaciones de contigiidad de la funcion hipergeométrica confluente son:

(1) (c—a)Fla—1)+ (2a—c+2z)F —aF(a+1)=0
(2) clc—1)F(c—1)—clc=1+2)F+(c—a)zF(c+1)=0
(8) (a—c+1)F—aF(a+1)+(c—1)F(c—1)=0

(4) ¢F — cF(a~1) = 2F(c+1) = 0
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(5) cla+2)F —(c—a)zF(c+1)—acF(a+1)=0

(6) (a—1+2)F+(c—a)F(a—1)—(¢c—1)F(c—1) =0,

donde F = 1Fyi(a,¢;2), Flax1l)=1Fi(a+1,¢2) y F(ct 1) =1Fi(a,ct1;2).

Proposicién 2.24. Si Re(c) > Re(a) > 0 y |arg(l — z)| < 7, entonces la representacion integral de Euler

de la funcion hipergeométrica confluente es

I'(c)

1
F, . - ~\7 tafl 1—1¢ c—a—1 tht.
i) = Fgre gy, 0

Demostracion. Por lo visto en la Proposicion 2.17 y evaluando en %,
z I(c) v ae z\ 0
i (abes) = i [ e (1-4)
2Bilabay) = rore—a ), 1Y b

o\ —
Por otro lado, blim (1 — tg) = ¢*'. Como el integrando es medible y estd acotado, entonces
— 00

1
1Fi(a, ¢ 2) = T(e) ] / t2 (1 =) et dt.
0

I(a)'(c—a

2.2.3. Problema de Bochner

En 1929, Salomon Bochner [2] clasificé las familias de polinomios {p,(z)}, ¢y, que son solucién de una

ecuacion diferencial de segundo orden

r2(2)pp () + 11(2)pp () + 70 (2)pn () + Apn(z) = 0, (2.18)

donde 7;(x) son funciones polinémicas, i = 0,1,2, y A es una constante. El resultado obtenido es que sélo

las familias de Hermite, Laguerre, Jacobi y Bessel tienen esta propiedad.

A continuacién desarrollaremos la idea en la que se basa la resoluciéon del problema de Bochner. El

desarrollo completo puede verse en [2].

Proposiciéon 2.25. Supongamos que existe una familia de polinomios {pn}TLGNU solucion de la ecuacion

(2.18) y tales que el grado de py(x) es k. Entonces, el grado de r;(z) es a lo sumo i, coni=0,1,2.

Demostracion. Partimos de la ecuacién diferencial de segundo orden (2.18), donde ro(z), r1(z), ro(x) € Clx],

x € (a,b) con —co < a<b<+o00,y AeC.

Supongamos que existen A, complejos, con n € No, ¥ {pn(2)},,cy,, donde p,(z) es un polinomio de grado

n y que estd definido en (a,b), tales que

ro(z)pl () + r1(z)p),(z) + ro(z)pn(z) + Appn(x) =0 Vn € Ny. (2.19)
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Si en la ecuacién (2.19) hacemos n = 0, como po(x) = ¢ con ¢ contante, tenemos

ro(x)po(z) + Aopo(z) = 0. (2.20)
Basta tomar ro(xz) = —\g. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ro(z) = 0. Entonces reempla-
zando en (2.18) tenemos

ra(@)y” +ri(x)y’ + Ay =0 (2.21)

Ahora, si n = 1, como p;(x) = ax + b con a # 0, si reemplazamos en (2.21) tenemos

ri(z)py(z) + Apr(z) =0

(2.22)
ri(z)a+ Ai(ax +b) =0,

1

Entonces 71 () = ——A1(axz + b). Por lo tanto, ri(x) es un polinomio de grado 1, y lo escribimos como
a

ri(z) = § + ex.

Ahora tomamos n = 2. Entonces ps(z) = cz? + dx + e con ¢ # 0. Si reemplazamos en (2.21), obtenemos

ra(2)ps (x) + r1(2)ph(x) + Aapa(z) =0

(2.23)
ro(z)2¢ + 71 () (2cx + d) + Ao (ca® + dx +e) = 0.

1
Por lo tanto, ro(z) = ~ 5 [p1(z)(2cz + d) + Aa(ca® + dx + €)], es decir, ro(z) es un polinomio de grado 2 y
c
lo escribimos como r9(z) = a + Bz + ya2. O
Reescribimos la ecuacién (2.18) como
(a4 Bx+~v22)y" + (6 +ex)y’ + Ay =0 (2.24)
A continuacién, procedemos analizando el polinomio a+ Bz +vx2, considerando las diferentes posibilidades

sobre el grado de este polinomio, es decir, que sea de grado 0, 1 o 2. Obtenemos, salvo transformacién lineal,

los siguientes 5 casos.

1. (0 +ex)y + Ay =0,
2. y' + (0 +ex)y + Ay =0,
3. 2y’ + (§+ex)y + Ay =0,
4. 22y + (6 + ex)y’ + \y =0,
5. (6+ ex)

z(1—2)y" + (0 +ex)y + Ay =0.

En el primer caso, si hacemos el reemplazo 6 = 0, e = 1, obtenemos que la familia de polinomios {m”}neNO

es solucion de la ecuacién diferencial para A\, = —n.

Los casos 2 a 5 tienen como solucién los polinomios antes mencionados. En la siguiente tabla resumimos

los valores de 1 2(z) y A, para cada familia de polinomios.
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ro(x) r1(x) An Nombre

1 —2x —2n Hermite H,(x)
x l+a—=x —n Laguerre L% (x)
x? azx nn+a—1) Bessel

1—2? | f—a—z(2+a+p) | n(n+a++1) | Jacobi P (x)

2.3. Polinomios de Hermite

La familia de polinomios de Hermite es una familia de polinomios ortogonales cldsica que encuentra su
origen en el problema fisico del oscilador arménico cuantico. También es utilizada en probabilidad, en la
serie de Edgeworth. Los polinomios de Hermite aparecieron por primera vez en 1810 en el libro "Tratado
de mecdnica celeste”, de Laplace. Luego fueron estudiados por Chebyshev pero pasaron desapercibidos.
Finalmente, fue Charles Hermite quien los nombro y estudié en detalle en 1864 en su libro "Sur un nouveau

développement en série de fonctions” (Sobre un nuevo desarrollo de funciones en serie).

A continuacién desarrollaremos las propiedades que satisfacen las familias de polinomios ortogonales cla-
sicos demostradas en la Seccién 2.1.1 para los polinomios de Hermite, partiendo de la ecuacion diferencial

de tipo hipergeométrica que los caracteriza.

Cabe resaltar que existen dos representaciones de los polinomios de Hermite, segiin diferentes autores.

n z2 d —mz)

Una de ellas es la forma fisica (H,(z) = (—1)"e” e utilizada, como ya mencionamos, en el estudio del

oscilador arménico cuantico, y es la que utilizaremos en este trabajo. La segunda es la forma probabilistica

(Hep(z) = (—1)”6:”2/2%6*5”2/2). Ambas expresiones estan relacionadas de la siguiente forma:
H,(z) = 2% He, (V2z).

Por lo tanto, las propiedades que desarrollamos a continuacién se cumplen en ambas definiciones, con sus

respectivos cambios.

Definicién 2.12. Una familia de polinomios ortogonales {Hy ()} es de Hermite si satisface la ecua-

neNy
cion diferencial hipergeométrica

Yy (x) — 229/ (z) + 2ny(z) = 0, (2.25)
con x € R.

Proposicién 2.26. La férmula de Rodrigues para los polinomios de Hermite {Hy,(z)}, oy, €S

Hy(z) = (—1)”&1% (e—zz) . (2.26)

Demostracion. Por definicion, los polinomios de Hermite, H,(z) con n € Ny, son funciones de tipo hiper-
geométricas donde o(z) =1, 7(x) = —2x y A, = 2n en la ecuacién diferencial hipergeométrica (2.1). Por la

Proposicién 2.8, su derivada n-ésima también lo es y satisface la ecuacién diferencial
1 !/
o(z)vy, + Tn(2)vy + pnvn = 0,

donde 7, (z) = —2x y pu, = 0 para n € Ng.
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Por lo tanto, los polinomios de Hermite pueden escribirse segin la férmula de Rodrigues como

B, d"

Hule) = 0y @am

[o" (2)p()],

donde p(x) cumple las siguientes ecuaciones diferenciales

(O’(z)pn(x))/ = 70 () pn ()
(pn(x))/ = —2zp, (7).

€T

Resolviendo la ecuacién diferencial, tenemos que p,,(z) = e~ ’ para todo n € Nj.

Tomando B,, = (—1)", obtenemos que la férmula de Rodrigues para los polinomios de Hermite estd dada

por

Hy(z) = (71)%12% (e*rg) . (2.27)

O

Observacién 2.3. El término B, = (—1)" estd dado por motivos de estandarizacion relacionados al osci-

lador armdnico cudntico.

De la férmula de Rodrigues para los polinomios de Hermite, se deduce que H,(x) es un polinomio de

grado n. Los primeros polinomios son:

Hy(z)=1

Hy(x) =2z

Hy(z) = 42® — 2

Hs(x) =82 — 12z

Hy(z) = 162" — 4822 + 12
(z)

Proposicién 2.27. La familia de polinomios de Hermite, {H,(x)} verifica la siguiente relacién con

neNgy’
su derivada, para todo n € Ny

d
%Hn(x) =2nH,_1(x).
. . . am 2 d"T™ o .
Demostracion. En el Teorema 2.9 vimos que d—mHn(x) = (-1)"Anne” e * . Si reemplazamos
x x
m = 1, obtenemos
() = (1) A e T = A e D (AL H ()
dx n\T) = 1n € dl‘n_le 1n d.’l?n_le 1in n—1\T),
donde Ay, = A1 () A, = —An = —2n.
d
Por lo tanto, d—Hn(x) =2nH,_1(x). O
x
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Proposicién 2.28. La familia de polinomios de Hermite, {H, ()}, cy,, satisface la siguiente relacion de

recurrencia, para todo n € Ny
H,1(x) =2zH,(x) — 2nH,_1(x).

Demostracion. Por la férmula de Rodrigues para H,,11(z) tenemos

dn-i-l dn
Hyi(z) = (—1)”"'16”2 ) (e_xZ) = (—1)”+1exzdx—n (—2:56_”’2)

y por la regla de Leibniz para la derivada n-ésima del producto, tenemos

i <Z>(—2x)<k) (emz)(”—k)> |

k=0

Hypr () = (—1)"Her’ (

Notemos que, para todo k > 2, (—2z)*) = 0, entonces

Hyq(z) = (_1)n+16x2 (—21‘ (e_”Q)(n) _on (e_wg)(n—1)>

o () s e ()

—2e (e () ) < an (e () )

=2zH,(z) — 2nH,_1(x).

Proposicién 2.29. La funcion generatriz de los polinomios de Hermite es
2t — a2 > x"
AT =Y Ha(t)
n=0

t? —(t—x)? _ tr—x

.7 . .7 2 . . . 7
Demostracion. Consideremos la funciéon G(z,t) = e* e . Si escribimos esta funcién en su

desarrollo en serie de Taylor, obtenemos

X "G, t) x
G(z,t) = — —
nz::o ox oo M
Ademas, dado que e —m, tenemos
"G (z,t) _ (<) 0"G(z,t) (—1)" .2 o" o (t—2)?
ox™ |._, ot —x)"|,_, ot —x)n 0
v e
— (=1 St = H,(1).
(et e ()
oo 1;"
Asl, G(z,t) = Z Hn(t)m. La funcién generatriz de los polinomios de Hermite es G(z,t) = e2*=2". [
n=0 ’
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Veamos algunas propiedades béasicas que se obtienen a partir de la funcién generatriz. En primer lugar,

2wt—a?

observemos que, si desarrollamos e en serie de potencias de x, obtenemos

o0 o0

G(x7t):€2:ct—x _ 21t £ Z 2‘1’% Z Z T'k' r+2k.
r—0 —

r,k=0

Si hacemos n = 2k + r, entonces r = n — 2r, por lo que k < [%] y nos queda

> k (zt)n—Qk " > "
2 =N HL ()
Z:: TS n; Qs

De aqui se deduce la forma explicita de los polinomios de Hermite,

L (26)72kp!

Hn(t) =) (1) [CEPDIT

De esta expresién podemos deducir que H,(x) es par si n es par, e impar si n es impar. Ademds,
—1\" !
Hony1(0) = 0y Ha,(0) = E27200

n!

Es sabido de la teoria clasica que en la formula de Rodrigues encontramos la funcién de peso respecto a
la cual son ortogonales las familias de polinomios, y estd dada por la funcién p(x). Verificaremos, entonces,

que la familia de polinomios de Hermite es ortogonal respecto a e~

Proposicién 2.30. La familia de polinomios de Hermite {Hy(z)}, cy, €s ortogonal respecto a la funcion

de peso w(x) = e~ para todo x € R.

.7 . — 2 .
Demostracion. Para verificar que {H,, ()}, o, s ortogonal respecto al peso w(z) = e™*", consideremos el

producto interno
+oo

H,(z)Hp, (slc)e_ﬂc2 dz.

—0o0
Observemos que, para todo k € Ny, se cumple

= Ifm e V' NF— lim e ™ (—=M)* =0-0=0.

—M N—o0 M —o0

lim lim e * x
N—o00 M —o0

2 k’N
Sea n # m, las funciones H, (z) y Hy(z) verifican las siguientes ecuaciones diferenciales
2 ! 2
(671 H;L(x)> +2ne” " H,(z) =0, (2.28)
!
(e_“CZHT’n(x)) +2me™" Hyp(z) = 0. (2.29)

Si multiplicamos la ecuacién (2.28) por H,,(x) y la ecuacién (2.29) por H,(x), y luego restamos ambas

ecuaciones, obtenemos
!/ /
H(x) (" H) @) = Hoe) (7" H}y (@) + Ho(a) (@)™ (20 = 2m) = 0

por lo tanto,
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Ademads, observemos que

Ho(@) (7 H@)) = Halw) (7 Hip(@)) = (7 () B @) — Ha (@), (2)))

por lo tanto,

o0 5 +00 e_362 e I () — (x '
[ @@= [ d( (Ho () () — H () B >>> .

oo o dx 2m — 2n
—z? ’ _ / N
g R @)~ H@ )|
N—o00 M—o00 2m — 2n M

donde la tltima igualdad se cumple por la observacién inicial, ya que H,,(z)H) () — H,(x)H],(z) es un

polinomio.

Si n = m, por la férmula de Rodrigues, tenemos que

400 400 dn too &
Hn(@ge_xzdx = H,(v) <(_1)n€x2ne_x2> e dy = (—1)n/ Hn(w)ine_xzdx.
e —oo dx oo dx
Si integramos por partes, tomando
u= Hp(x)

dn
dv = dx—ne*gﬁ2 dx

d
y teniendo en cuenta que d—Hn (x) =2nH,_1(z), tenemos
x

2

(=)™ lim lm H,(x)H,—1(x)e™ "

N +o0 dn—1 5
M—(—l)"/ 2nH, _1(x) e " dx

N—00 M—00 - oo dxn—1
+o0 2
=2n H,_1(x)* " du.
— 00
+oo 2 +oo 2
Por lo tanto, / H,(x)*¢ " dx =2n H, _1(x)%*e* dz. Si reiteramos el proceso n veces obtenemos
— 00 —o0
+o0 2 +o0 5
H, ()% " dx = Q”n!/ e " dr = 2"n\\/T.

— 00 —o0
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Capitulo 3

Polinomios ortogonales matriciales

3.1. Definiciones y teoria general de polinomios ortogonales ma-

triciales

Los polinomios ortogonales matriciales fueron introducidos por M. Krein en 1949 [31], en los siguientes
anos se comenzoé a estudiar si estos polinomios verificaban las mismas propiedades que los polinomios escala-
res. En 1997, A. Durdn plante6 un trabajo similar al de Bochner para el caso matricial [16], buscando pesos
matriciales tales que las familias de polinomios ortogonales asociadas sean autofunciones de un operador
diferencial matricial de segundo orden. Desde entonces se busca replicar la clasificacion de Bochner y carac-
terizar a todas las familias de polinomios ortogonales matriciales. Cantero, Moral y Veldzquez [7] estudiaron
cudndo las derivadas de una familia de polinomios ortogonales matriciales también es ortogonal respecto a
una funcién de peso. Durdn, Griinbaum y colaboradores estudiaron las férmulas de Rodrigues de diferentes
familias de polinomios matriciales [18, 22], y que sean autofunciones de un operador diferencial matricial de
segundo orden [20, 21, 23, 19].

En esta seccién ampliamos los conceptos vistos anteriormente al caso matricial. Los resultados que desa-

rrollaremos se basan en [6, 16, 20].

Definicién 3.1. Denotamos CN*N [x] al espacio vectorial complejo de todos los polinomios de variable real

que tienen como coeficientes matrices cuadradas de orden N, es decir,

CNV*Nz] = {P(z) = Ao+ A1z + ...+ Ap12™ ' + Apaz™ :m € Nog, A, € CV N i € {1,...,m}}
Si la matriz Ay, es no nula decimos que el grado de P(x) es m, lo notamos como gr(P) = m. Diremos que
el polinomio es ménico si A,, = In. En adelante notamos como 0 a la matriz nula e I a la matriz identidad,
cuyo orden debe interpretarse segun el contexto.

Recordemos algunas definiciones de algebra lineal que seran de utilidad méas adelante.

i) Una matriz A € CV*Y se denomina hermitica si A = A*, donde A* es la matriz transpuesta
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conjugada, a la que denominamos matriz adjunta de A.
ii) Una matriz A € CV*V se dice definida positiva si es hermitica y sus autovalores son reales positivos.
iii) Dado un polinomio P(x) = Ag + A1z + ...+ A,a™ € CV*N[z], notaremos P*(z) al polinomio
P (z)=A;+Ajz+ ...+ Ar 2™

sizeR,y
P (x)=Aj+ AT+ ...+ AL 7"

sixeC.

Observacién 3.1. El conjunto de polinomios matriciales CN*N[x] es un médulo a derecha e izquierda sobre

el angllo CN*N,

Definicién 3.2. Una funcion W : R — CN*N se dice de peso matricial si cumple las siguientes condi-
ciones
1. W(x) es integrable y definida positiva en casi todo punto;

2. la matriz W(x) es no degenerada, es decir, para toda matriz polinomial P # 0

/RP(:E)*W(:E)P(x)dw % 6;

3. los momentos p, = / "W (x)dx existen y son finitos para todo n > 0.
R

Definicién 3.3. Una funcion (.,.)y, : CV*N [2] x CV*N [z] — CVN*N [2] se dice producto interno matricial
respecto del peso matricial W si para todos P(z),Q(z), R(x) € CN*N [z], A, B € CN*N werifica:

1. (P(z), P(z))yy, es definida positiva y (P(x), P(x))y, = 6 siy sélo si P(x) = 0;

2. (P(2), Q(x))y, = (Q(), P(x))y

3. (P(x)A,Q(x)B)y, = A" (P(x),Q(x))y, B;

4. (P(x) + R(z), Q(2))y = (P(2), Q(x))y + (R(x), Q(x))y -

Proposicién 3.1. Sea W un peso matricial, entonces

(P(2). Q) = / P(a)* W (2)Q(x)dx

R

es un producto interno matricial.
Demostracién. Sean P, R,Q € CN*N [z], sean A, B € CNV*N,

1. Dado que W (z) es un peso matricial, es no degenerado. Por lo tanto (P(x), P(x))y, = 6 si y sélo si
P(z) = 0.
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Supongamos que P(z) # 0, sea z € CV. Entonces

2 (P(x), P(a))y = = /

R

2" P(x)* W (x)P(x)zdx = /R(P(ac)z)*W(x)P(x)zdx

Como P(z)z € CN y W(x) es definida positiva, entonces (P(x)z)*W (x)P(z)z > 0. Por lo tanto,
z* (P(z), P(x))y 2 > 0.

2. Dado que W = W* | se cumple que

(P(2), Q) = /

R

P(x)*W(x)Q(x)dx:/P(x)*W(x)*(Q(x)*)*da:

R

- / Q@) W () P(a)da]” = (Q(x), P(x))}y -

(P(2)A,Q(x)B),, / [P(2) A] W (2)Q(x) Bdz = / A*P(2) W (2)Q(x)Bda
e (/ Pl2) W (@)Q( )dm) B = A" (P(x),Q(x)),, B.

(P(z) + R(z), Q(x))yy = / [P(z) + R@)' W (2)Q(x)dz = / [P(x)* + R(x) )W (2)Q(x)da
- / P(2)* W (2)Q(x)dx + / R(2)" W (2)Q(x)dz = (P(x), Q@))yy + (R(2). Q())yy -

Asi, (P(2),Q(x))y = / P(z)*W(2)Q(zx)dz es un producto interno matricial.
R

O

Definiciéon 3.4. Diremos sucesion de polinomios matriciales (o familia de polinomios matriciales)
{Pn(7)},,en, 87 para todo n € No se cumple que Py, (x) es un polinomio matricial de grado n y el coeficiente

principal es inversible.

Definicién 3.5. Dado un peso matricial W y un producto interno (.,.)y,, decimos que una sucesion de

polinomios matriciales { Py(z)}, cy, €5 ortogonal respecto a W si
(Pn(2), Pr(2)y = / Py (z)W(z) P (2)dz = Sndpm
R

donde 0, es la delta de Kronecker y S, = ||Pn(x)||2 = (P,(x), Py(x))y, es la norma de P,. Ademds, si

S, = I, los polinomios se dicen ortonormales.
Observacién 3.2. Notemos que, VP, Q € CN*N[z], se cumple (P(z),Q(z))y, < co. Esto es consecuencia
de que la funcion de peso W tiene momentos finitos. Es decir, si P(x ZAksc , Y Qx ZB x’

entonces

(P(2), Q) = <Z Ak$k,ZBj$j> Z Aj (/ kHW(:z:)d:c) Bj < o
k=0 §=0

1774 k,j=0
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Proposicién 3.2. Sea {P,(x)}, oy, una sucesion de polinomios matriciales. Todo polinomio Q(x) € CN*N[z]

de grado n se escribe de unica manera como
n
Qz) = Zpk(l“)ck
k=0
con Cy, € CN*N para 0 < k < n. Es decir, toda sucesién de polinomios matriciales es una base de CN*N[x]
como CN*N_médulo a derecha.
n

Demostracion. Sea Q(z) = E Az, Queremos encontrar los coeficientes matriciales C; tales que
k=0

n

ZAkxk =Q(x) = Z P;(x)C;. (3.1)
3=0

k=0

J
Notemos que Pj(z) = E T/z", si sustituimos esta expresién en (3.1) e igualamos los coeficientes de z*
i=0
en ambos miembros de la ecuacién resultante, tenemos

Ag= TCo+TiCL+ ... +1T3C,
A= TiCy + ...+ TPC,

A, = e,

De que los coeficientes Tij son inversibles para 0 < ¢ < j, 0 < 5 < n, y dado que obtenemos un sistema de

ecuaciones triangular, podemos concluir que el sistema tiene una tnica solucién para los coeficientes Cy.

O

Proposicién 3.3. Sea V,, el espacio de todos los polinomios en CN*N[z] de grado menor o igual a n, es
decir, V,, = {P € CN*N[z] : gr(P) < n}, ¥n € No. Se cumple que

1.V, =V @V, donde Vg = {Q € CVN[z] : (P, Q) = 0,YP € Vi1 };

2. dim(VL ) = N?;

3. V1| contiene un tinico polinomio ménico de grado n.

Demostracion. Probaremos por induccién en n. Por definiciéon, V_; = 6.

Sin =0, entonces Vo = {P € CN*N[z] : gr(P) =0} = {4 € CV*N}. Por otro lado, 0~ = {P € V; : (P,0) = 6}.
Por lo tanto, Vo = 6+. Ademas, I € Vg y dim(Vp) = N2.

Supongamos ahora que las condiciones 1, 2,3 se cumplen para todo 0 < k < n — 1. Sea P, un polinomio

ménico de grado n en V- ;. Entonces podemos escribirlo como

Py(z) =a" T+ 2" 1A, 1 + 2" 2 Ao+ ...+ A
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Luego, de que P,(z) € V- | y por la hipétesis inductiva tenemos que, para todo 0 < j <n — 1,
0= <Pn(x),xjf> = <x"I,ij> + <xjAj,ij> = <x”I,ij> + A <ij, ij>.

Como <a:j 1,271 > es inversible, entonces A; queda completamente determinada. Asi, P, es el tinico polinomio

ménico en V.1 ;.

Sea H€V,.Si H€V,_estrivial que H € V,,_1+ V- ;. Si H € V,_4, entonces gr(H) = n, por lo tanto,
existe @ € V,,_1 tal que H = 2" A,, + @ para alguna matriz A,,. Observemos que H — A, P, € V,,_1, por lo
tanto H € V,_1 + V- 4.

Para ver que la suma es directa, tomamos P € V,,_; N V.- ;. Por lo tanto, (P, P) = 6, y de que W es no

degenerado tenemos que P = 0. Asi, V,, = V,,_, ® V.-

n—1-
Notemos que
Va=Vu a1 ®Vii, =Vao®Vi, 0V, =...=VhaVie...0V-,.
Como dim(V,,) = (n+ 1)N? y por la hipétesis inductiva, tenemos que
dim(Vik ) = (n+1)N? —nN? = N2,
O

Corolario 3.4. Dado un peso W, existe una unica sucesion {P,(x)} de polinomios ortogonales matri-

neNg
citales monicos asociados a él.

Observacion 3.3. Toda sucesion de polinomios matriciales ortogonales con respecto a una matriz de peso W
es de la forma R, (x) = A, P,(x), para ciertas matrices A,,, donde P,, son polinomios matriciales ortogonales

ménicos respecto a W.

Observacién 3.4. No existe una unica sucesion de polinomios ortonormales con respecto a un peso W. Si

{Pn(2)},en, €5 una sucesion de polinomios ortonormales matriciales, y {Up} C CV*N es una sucesion

neNp
de matrices unitarias, entonces podemos construir otra sucesion de polinomios matriciales ortonormales

respecto a W definiendo Q,(z) = P,U,.

A continuacién daremos algunas definiciones de reducibilidad. Si bien no profundizaremos sobre este tema

en este trabajo, pueden encontrarse criterios desarrollados en el paper de Tirao-Zurrian [40].

Definicién 3.6. Decimos que dos matrices de peso Wy y Wy son similares si existe una matriz no singular
T tal que Wy = TW,T™*.

Definicién 3.7. Decimos que una matriz de peso W reduce a un tamanio menor si existe una matriz T no

W(t)="T (Zl(t) 0 )T*
0 Zo(t)

donde Z1 y Zs son matrices de peso de orden menor.

singular para la cual

En caso contrario decimos que la matriz es irreducible.
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Observemos que la sucesién de polinomios matriciales ortonormales respecto a W, {P,}

P (t) _ Pn,l(t) 0 T—l
" 0 Pua(t)

donde P, ; son polinomios ortonormales matriciales respecto a Z;, i = 1, 2.

neNy? €s

3.1.1. Propiedades de polinomios ortogonales matriciales

A continuacién, veremos algunos resultados que generalizan matricialmente las propiedades vistas en la

Seccién 2.1.1.

Proposicién 3.5 (Relacién de recurrencia de tres términos). Sea {P,(7)},cy, una sucesion de polino-
mios matriciales ortonormales respecto a un peso matricial W. Existen sucesiones de matrices {A"}neNo Y

{Bn}nENo’ donde A1 es no singular y By, es hermitica Yn > 0, tales que
2Pp(2) = Ppy1(2)Apt1 + Po(2) By + Pro1(2) AL, (3.3)

donde P_1(x) = 6.

n+1
Demostracion. Por lo visto en la Proposicién 3.2, podemos escribir x P, (z) = Z Py (2)C y como Py, (x) es
k=0

ortogonal a todo polinomio matricial de grado menor a n entonces, si 0 < k < n — 2 tenemos que

Cr = (Pr(z), 2Py () = | Pr(x)W(x)xP,(x)de = | (xPy(x))* W (x)Py,(z)de = (P (), Py(x))y, =0
R R

Definimos A, 41 = Cpy1 = (Pog1(x), 2P () v Bn = Cp = (Py(2), 2Py (2))yy,, como (P(x),Q(x))y, =
(Q(z), P(z))y,. Tenemos que
Cpo1 = (Poo1(2), 2P0 (2)) 1y = (@P_1(), Po(®))yy = (Pa(z),2Pa_1(2))jy = Cit = A,
B, = (P (z), 2P (2))yy = (xPn(x), Po(2))yy = (Pu(z), 2P, (2))y = B

O

Corolario 3.6. Sea {Pn(:zz)}neNO una sucesion de polinomios matriciales monicos ortogonales respecto a un
peso W. Entonces
2Py (2) = Poi1(z) + Po(2) By + Por(2) Ay, (3.4)

donde S, B, es una matriz hermitica y A, = S’;_llsn Vn € Ny, con S,, = HPnH2

Demostracion. Sea {Qn()},,c

de polinomios ortonormales {P, (x)}neNO y matrices inversibles D,, tales que

N, una familia de polinomios ortogonales moénicos. Entonces existe una familia

P,(z) = Qn(z)D,.
Reemplazamos en la ecuacién (3.4) y obtenemos

an(z)Dn = Qn—i—l(I)Dn—FlAn—&-l + Qn(x)Dan + Qn—l(l’)Dn—lAZ
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xQn(-T) = Qn+1(x)Dn+1An+1Dn_1 + Qn(x)DanD;1 + Qn—l(-’lf')Dn—lA:;D;1~

De que @), es ménico se deduce que
-1
Apy1 =D, Dy

Y de que los polinomios P, son ortonormales tenemos

(Pr(x), Pu(z))y =1
(Qn(2)Dp, Qu(x)Dy)yy =1
D7 (Qn(x), @n(@))y Dn =1
D:S,Dy = I

(D) "'Dyt = S,

donde S,, es la norma de Q,,. Luego, de que A} = D} (D)™}, tenemos que

A, =D, A D' =D, D} _(D:)"'D;'=S18,.

Veamos ahora que S, B,, es hermitica. Sabemos que B,, es hermitica y B, = D, B, D;!. Luego
(SuBn)* = [(D;)'D,'D,B, D" = [(D;)'B.D,'|" = (D) 'B;D,' = (D;)"'B.D;,* = S,B,.
O

Corolario 3.7. Sea {P,(7)},cy, una sucesion de polinomios matriciales mdnicos que satisface la relacion
n

de recurrencia de tres términos (3.4), donde P,(x) = E TPk, con T) € CN*N. Entonces los coeficientes
k=0
de la relacion de recurrencia de tres términos estin dadas explicitamente por

B,=T", - T

Ay =T} o =T =T} By

Demostracion. En la relacion de recurrencia de tres términos (3.4) tenemos

n n+1 n

n—1

Z TRahtt = Z ok + Z kB, + Z T ok A,

k=0 k=0 k=0 k=0
Comparamos los coeficientes de ™ en cada miembro de la igualdad, y tenemos

n _ qm+1 n
T =T +TB,.
Como los polinomios son ménicos, T7* = I. Por lo tanto B, = T, — T+
Del mismo modo, comparando los coeficientes de "~ !, tenemos

" =T + T B, + T A,.

n—1

Por lo tanto, A, =T , — T"" —T"!'B,. O
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El siguiente resultado fue introducido por A. Lopes Branquinho y A. Foulquie Moreno en [5], donde

generalizan el Teorema de Favard para el caso matricial.

Proposicién 3.8 (Teorema de Favard). Sea {P,(2)},,cy, una sucesion de polinomios matriciales que satis-

facen la relacion de recurrencia de tres términos
l‘Pn(JC) = P7L+1($)AYL+1 + Pn(m)Bn + Pn—l(x)A:L

paran > 0, donde Py = I, P_1 =0, {A,}, oy, €5 una sucesion de matrices no singulares y {Bn}, oy, S0

matrices hermiticas.

Entonces existe un peso matricial W tal que {Pn(aﬁ)}nGNO es ortonormal respecto a W.

Demostracion. Notemos que, por la relacién de recurrencia, podemos determinar una sucesién de polinomios

de manera recursiva, P_y =0, Py =1, paran =0, 2Py = P A; + PyBy + P_1 Aj. Entonces
P, = (zI — Bo)A7!

es de grado 1. Si P, es de grado n con coeficiente principal no singular L,,, entonces P, 11 es de grado n+ 1

con coeficiente principal no singular L, 1 = LnA;j_l.

Definimos el siguiente producto interno:
(3" Pu@)Ci, " Pula) D) = > Gy

Como {P"}neNo es ortonormal respecto a este producto interno entonces es no degenerado.

Dados P,Q € CN*¥ [z] se verifica que (zP(z),Q(z)) = (P(z),zQ(x)). Para ver esto basta probar que

(xPy(x), Pp(z)) = (Py(x), x Py (x)). Por la relacién de recurrencia de tres términos tenemos que
(@Pn(2), Pn(2)) = (Pag1(2)Ant1 + Po(2) By + Pooi1(2) AL, Pr(2))

(Pu(x), 2P (2)) = (Pn(2), Prt1(2) Amy1 + P (2) B + P—1(2) A7)

Sim<n—10m>n+1 entonces (xP,(x), Pn(x)) = (Pp(z),xPy(x)) = 6.

Sim =n+ 1, entonces (P, (), Pp(x)) = Ay 1y (Pu(x), 2Py (x)) = Ay, = A .

Si m = n, entonces (zP,(x), Py(z)) = B = By, y (Pp(x),2Pn(z)) = By = By,

Sim =mn—1, entonces (xP,(x), Pn(x)) = (A%)* = An v (Po(2), 2P (2)) = Apmy1 = An.
Asi, (P, (), Pn(2)) = (Pn(z), 2Py (x)).

Definimos ¢, = (z"I,I) para n > 0, y por lo anterior tenemos que o, = (2'I,27I) si i + j = n, en
particular
on = ("1, 1) = (I,2"I) = (2", I)" = o}
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Ahora, para todo polinomio matricial P(z) = Y_ Cjz* obtenemos

0 < (P(x), P(z)) = ZC,: (2*1,2'T) C)
k,l

por lo tanto, o, es definida positiva para n > 0. Por el Teorema de Krein [31], la sucesién de matrices o, es

la misma que los momentos, por lo tanto, el producto interno matricial estd dado para algin peso W. [

Como consecuencia del Corolario 3.6, podemos reescribir el Teorema de Favard para polinomios moénicos

de la siguiente manera.

Corolario 3.9. Sea {P,(7)},cy, una familia de polinomios matriciales ménicos que satisfacen la relacion

de recurrencia de tres términos
2P, (x) = Ppy1(z) + Py(2) By, 4+ Pt (z)A, (3.5)

donde Py =1, P.1 =0, A, = S;_llSn y Sn B, hermitica para todo n € Ny. Entonces existe una matriz de

peso W que hace ortogonal a la familia de polinomios.

3.2. Teoria general de operadores diferenciales matriciales

En la Seccién 2.1.1 vimos que una de las caracteristicas de las familias de polinomios ortogonales clasicas
es ser autofuncién de operadores diferenciales hipergeométricos de segundo orden. Se puede generalizar
el problema de Bochner al caso matricial determinando los pesos matriciales W tales que la familia de
polinomios ortogonales matriciales monicos asociados a él sea autofuncién de un operador diferencial matricial
hipergeométrico de segundo orden. En esta secciéon desarrollaremos la teoria de operadores diferenciales
matriciales que fue estudiada en [10, 12, 13, 16, 19].

Las definiciones y resultados de esta seccién se basan en [16].

Definicién 3.8. Llamamos operador diferencial de segundo orden a izquierda, asociado a las ma-
trices polinomiales As, Ay y Ao, al operador
d? d d’

+A1— + Ao

Dr=dogs + A+ dogs

Definicién 3.9. Sea W un peso matricial, decimos que el operador diferencial de sequndo orden a izquierda

es stmétrico respecto de W si se cumple

(DP,Q)y = (P, DQ)y, -
Al par {W, D} lo llamamos par cldsico.

Observemos que si un operador diferencial D es simétrico respecto a un peso W, entonces lo mismo vale
para cualquier matriz de peso W similar a W. De hecho, si W(x) = T*W(x)T, para una matriz no singular
T, entonces tomando los nuevos coeficientes del operador diferencial como A; = TYA;T, i = 0,1,2, se

verifica que el nuevo operador diferencial es simétrico respecto a W.
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Proposicién 3.10. {W, D} es un par cldsico si, y sélo si, la sucesién de polinomios ortonormales { Py, }

respecto al peso W satisface, para todo n € Ny,

para ciertas matrices hermiticas A, .

neNp

Demostracion. Supongamos que {W, Dy} es un par clasico. Notemos que Dy (P,) puede escribirse como

combinacién lineal de la sucesién de polinomios ortonormales respecto a W, {P, }

= Pl
k=0

nen,» €s decir,

De que P, (z) son polinomios ortonormales, tenemos

(DL(Pn), Pi)y = <Z Pzrn,z,Pk> =T,
w

=0

Como Dy, es simétrico respecto a W, si k < n, entonces
Lok = (Dr(Pn), Pe)y = (Pa, D(Py))y, = 0.

Sik=n,

(Dr(Pn), <Zpkrnkv > = Th 1 (Pe, Pa)yy =T (Pay Pa)y =T,
w k=0
Z Pk7

nk:—<Pn7P> nn:Fn,n

(Po, DL(Pn)) =< n,ZPank>
w
Asi, I‘fm =TIy . Por lo tanto, I';, ,, es hermitica.

Supongamos ahora que Dy, (P,) = P,A,, con A,, hermitica. Entonces

n

<Pn7DL(Pn)>W = <Pna PnAn>W = <Pna Pn>W An = An

Por lo tanto, (Dr(P,), Pp)yw = (Pn, Dr(Pp))y, - Asi, Dy, es simétrico respecto a W.

Corolario 3.11. Sea {W, Dy} un par cldsico, donde

d? d dO
Dy = Ag 5+ A1 + AO

Entonces Aa, A1 y Ay son polinomios matriciales de grado a lo sumo 2, 1 y 0, respectivamente.

Demostracion. Sea {P,} la sucesion de polinomios ortonormales respecto a W. Entonces Py

n€Ny
C es una matriz inversible. Aplicando el operador diferencial de segundo orden obtenemos

d?C dC
Dr(C) = A2 +A1d + AgC = AoC,

44

= C, donde



y, por la proposicién anterior, Dy, (C) = C'Ag. Entonces,

CAy = ApC
CAC™! = AgCcO™!
CAC™ = Aq

Asi, Ay es una matriz constante.

Del mismo modo, si P;(x) = (Cix + Cp), con C; inversible, entonces

A1CyL+ APy = A (Crz + C)
A1CL + AP = A Ciz + A Cy
A1C1C7Y = [MCrz + M Cy — APy C !
Ay = Mz + M COyt — AgP O

por lo tanto, A; es de grado a lo sumo 1.

Por 1ltimo, si Py(z) = (Bex? + Biz + By), con By inversible, entonces
245By + A1 Py + AgPy = Ao Py

1 1
24, B, (2321> = [(Ay — Ag) P, — AL P)) (2321>

1 __
Ay = [(As — Ag)Baz® + (Ay — Ag)Biz + (Ay — Ag) By — A1 P (232 1)
1 9 ]. 1 1 —1 1 / H—1
Ay = 5(/\2 — Ag)z® + (A — AO)§B1B2 x4 (A2 — A0)§BOBZ - §A1PZBQ

As es de grado a lo sumo 2. O

El siguiente resultado aborda las condiciones necesarias y suficientes para asegurar la simetria de un peso
matricial respecto a un operador diferencial. Este teorema se debe a A. Duréan y F. Griinbaum [20].
Proposiciéon 3.12. Sea el operador diferencial a izquierda

d? d
— + A —+A
dr2 + A dr + Ao

con As, A1 y Ag polinomios matriciales de grado 2, 1 y 0 respectivamente, y sea W (x) una matriz de peso.

D= A,

Entonces, D es simétrico respecto a W(z) si y solo si se verifican las siguientes ecuaciones diferenciales

matriciales
WAy = ASW (3.6)
2(WAy) = AW + WA, (3.7)
(WA = (WA + AZW — W Ay, (3.8)
con las condiciones de contorno
IEI:?OO WAy, =6 (3.9)
lim (WAy) — WA, =6, (3.10)

z—+o0
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Capitulo 4

Polinomios matriciales de Hermite

En este capitulo encontraremos la esencia de este trabajo. El objetivo del mismo es encontrar familias de

polinomios matriciales ménicos definidos sobre R que sean solucién de la ecuacion diferencial

d2

12 o) + (C - 20)-L P () — VP () = Pa(x)As (z €R), (4.1)

dx™ "

An

0
donde U, V,C € C2%2 y el autovalor es diagonal A,, = ), con A, # ftn ¥n € Ny. Ademas, buscamos

fin
un peso matricial W respecto al cual el operador diferencial a izquierda

p=1L sc_anl_v (4.2)
T da? T '

sea simétrico, y las familias de polinomios sean ortogonales respecto a él, es decir,
(Pofe): Pu@y = [ Pi@)W@)Po(2) = Suom,
donde S, es la norma de los polinomios P,.
Notemos que las matrices C, U y V no dependen de n ni z.

En el siguiente resultado daremos las condiciones necesarias para que las autofunciones de la ecuacion

diferencial (4.1) sean polinomios matriciales ménicos.

Proposicion 4.1. Sea {P,(x)},cy, una sucesion de polinomios matriciales ménicos definidos en C**?[x]
A O

tal que P,(z) es autofuncidn del operador diferencial D (4.2), D(P,) = P,A,, con A, = ( ' ),

0 pn
An # unVn € Ny. Entonces U y V' son matrices diagonales y A, = —nU — V.

n
Demostracion. Sea P,(x) = E Trz", con T € C?*2. Sustituimos esta expresién en la ecuacién diferencial
k=0
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D(P,) = [Iddm? + (C’—xU)% - V} P,(z) =

<zn: k(k — 1)T,§x“> +(C — ) (Zn: k:T,?;z:’“1> -V (zn: T,::d“) = (Zn: T,:ﬁ) A,
k=0 k=0 k=0 k=0

y consideramos el coeficiente de ™ en ambos miembros de la ecuacién. Asi, tenemos

—nU -V =A,

U U v v
Por lo tanto, si U = ( 1 12) yV = ( " 12) obtenemos las siguientes igualdades, Vn € Ny,

U21 U2 V21 V22
An = —NUIL — V113
0 = —nuiz — v12;
0 = —nug1 — va1;
Hn = —NU22 — V22.
Asi, u12 = ug1 = v12 = v91 = 0y, por lo tanto, las matrices U y V son diagonales. O]

Observacién 4.1. Si en la ecuacion diferencial (4.1) sumamos aPy,(x) en ambos miembros, con a € C,
obtenemos

d2

dz?

d2

dz?

P,(x)+ (C — xU)%PH(c) —VP,(x) + aP,(x) = P,(x)A, + aP,(x)

P,(z)+ (C — xU)%Pn(z) —(V—=al)P,(z) = Py(x)(An + )

Por lo tanto, P,(x) es autofuncion del operador diferencial (4.1) y de (4.3). Asi, tomando o = vag,

0 0
podemos suponer sin pérdida de generalidad en (4.1) que U = b , V= v ,C = a2 Yy
0 ug 0 0 C21  C22
—nuy — 0
A, = ( iy >, donde v = v11 — V22, Ul = U1l Y Uz = U2.

0 —NUs

Proposicién 4.2. Sea {P,,(2)},cy, una familia de polinomios matriciales que son autofuncion del operador

diferencial definido en (4.2) y que verifican la relacién de recurrencia
2P, (x) = Poy1(z) + Po(x) By, + Pro1(x) A,

donde P_1 =0, Py =1, A, es inversible y S, B,, es hermitica para todo n € Ny, con S, = ||Pn||2 Entonces,

Sn y A, son definidas positivas y diagonales, y la matriz A,, es real Vn € Ny.

Demostracion. Sean € Ny. Por definicién, S, = (Py, P,,)y;, entonces es definida positiva. De que el operador
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diferencial es simétrico respecto a W tenemos que

(D(Pn), Pr)yy = (Po, D(Pn))y

(Pnl\n, Pn)yy = (Pn, PA )

Ay (P Po)yw = (Py Po)w
AS, = SpA,

Asi, obtenemos lo siguiente
An 0 571 ST2 _ 571 ST2 An 0
0 fn) \s31 s% 531 53 0 pn
Ansty Ansth _ AnST1 HnSTa
AnS31  [inS5s AnS51 finSh)
Como S, es definida positiva, s7;, s5, > 0, entonces A, 1, € R.

Por otro lado, A, s" = p,s%,. Entonces
» AnST 12 ;

(An = pn)sTy = 0.

Luego, como A, # f, tenemos que sfy = s5; = 0.
De que A, 1 = S; 15,11, tenemos que A, 1 es definida positiva y diagonal.

O

El siguiente resultado reescribe la ecuacién diferencial matricial D(P,) = P,A, como un sistema de

ecuaciones diferenciales vectoriales.

Proposiciéon 4.3. Sea {Pn(ac)}neN0 una familia de polinomios matriciales autofuncion del operador dife-
rencial (4.2), donde P,(x) = [F,(z): G,(z)], con F,(z), Gn(xr) € C%[z], * € R. Entonces, la ecuacién

diferencial matricial (4.1) queda definida por las ecuaciones vectoriales

d? d
d? d

Demostracion. Sea P, (z) = (p?l(:r) p{’g(x)>, entonces F,(z) = (p?ﬂm)) y Gp(z) = (p%(mD Como

P (z) pho(z) P (2)

dF dF dF
e F,(x) : lean(x) : dman(I)]
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para toda matriz A € C2*2. De la ecuacién

d2

@Pn(x) + (C — J:U)%Pn(x) —VP,(x) = P,(x)A,,

tenemos

d? d?

d
a2 @) g5

-Gu()| = [VFu(2) : VG (2)] =

Gn(x)} + {(c - xU)%Fn(a:) L (C - 2U)

A O

[Fn(x) : Gn(x)] (0 i

) = M Fon (@) ¢ ptnGo(@)]

Luego, igualando por columnas, obtenemos las ecuaciones diferenciales vectoriales

d2 d
d? d
ﬁGn(x) +(C - xU)%Gn(m) —VGu(z) = Gp(z)pin

O

Proposicién 4.4. Sea {P,(z)}, oy, una sucesion de polinomios autofuncion del operador diferencial (4.2),

donde Py ( ZT * tales que TP = [FJ' : G, con FJ*,G} € C? para 0 < k < n, Vn € Ny. Si P,(x) es

1 0
monico, entonces F)' = <0> y Gl = <1> Para k =n —1, se cumple

nca1

Ol — Ay ) E"_, = (”c“> , (4.6)

(1l = Ay 1)G_y = (”) (4.7)

ncao2

ypara 0 <k <n-—2

(And = AR)Fy = (k+2)(k+ 1) Fp + (K 4+ 1)CF, (4.8)

(nd — Ag)Gy = (k+2)(k+ 1)Gh o + (K +1)CGL, . (4.9)

Demostracion. Sea P ( Z Z : GY]x*. De que los polinomios P, (x) son ménicos, tenemos
k=0

" = Lo lo tanto, F' = ! Gl = 0
ue , por lo tanto, n .
q n 01 p n 0 y 1

Por lo visto en la proposicién 4.3, podemos reescribir la ecuacién (4.1) como un sistema de ecuaciones

vectoriales. Reemplazamos P, (x) en (4.4) y (4.5) y obtenemos

(Zn: k(k — 1)F,§z“> —zU) (Z kFpak— 1) -V (zn: F,;M) = (Zn: F,gzk) An,

k=0 k=0 k=0

<§n:k —1)Grat 2) C—aU) (Z KGRt 1) (f:a;:x’f) = (zn: GW) 1
k=0 k=0 k=0
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De la primer ecuacién obtendremos (4.8). Analizamos los coeficientes de 2" ~! en ambos miembros de la

ecuacion y obtenemos
nCE) — (n—1)UF)}  —VEFE! | =F |\

De que Ay, = —kU — V, tenemos

nOF™ + Ay 1 F™_ | = F"_ )\,

1
o[ C BT = Ay 1 FT
c21 c22) \O

n (C”> — (\I — A1) F™,.

C21

De manera similar, analizamos los coeficientes de =¥ para 0 < k < n — 2. Asi, obtenemos

(k+2)(k+ ) Fl' s + (k+1)CFp,, — kUF) — VE = F'A,
(k+2)(k+ 1)Fy + (k+ 1)CF, + AL FP = ',
(k+2)(k+ 1) Fo + (k+ DCOFP = (A — Ag) .

Procediendo de la misma manera, de la segunda ecuacién obtenemos (4.9), obtenemos O

Proposicién 4.5. Sea {P,(z)}nen, una sucesion de polinomios matriciales ménicos autofuncion del ope-

rador diferencial a izquierda

D*Id—er(Cfo)ifV
T da? dx
up 0 v 0 —nup — v 0
con U = , V= y autovalor A, = . Entonces uy y uy son no nulos.
0 us 0 0 0 —NUs

Demostracion. Consideramos que F}' = o y G = . . Supongamos que u; = ug = 0. Si
e k@)

resolvemos las ecuaciones (4.6) y (4.7) de la proposicién anterior, tenemos que
0 O ne c = 0
= 11 N 11
0 —wv ncoy1 Coo = 0
_ n _
v 0 GZ‘_l _ nci2 - Uanl(Q) = NncC21
0 0 Nnco2 UGZ—l(l) = nNcCi2

Si v = 0, entonces cj2 = co1 = 0, por lo que el operador diferencial (4.2) queda diagonal, y reduce al caso

clasico. Si v # 0 tenemos que Fj ;o) = —ne y Gy = 742 Resolvemos las ecuaciones (4.8) y (4.9)

para k = n — 2, obteniendo

00N (P (M) oy (0 @) (P,
0 —o) \Fiaw) \ 0 en )\ —mn
S I O Y R Y e S
0 0) \Grsp n(n—1) e 0 ) \Griy
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de donde
n(n—1) (1 —92221) =0
_UF372(2) ( )C21F —1(1)
UG%—Q(D =(n— )612Gn—1(2)
n(n—1) (1+92221) =0

. . . ./ C12€21
Dado que estas ecuaciones se deben verificar para todo n, de la primer ecuaciéon tenemos que ——
C12C21

v

=1y

de la cuarta ecuacion tenemos = —1, lo que es absurdo.

Supongamos ahora que u; # 0y ug = 0. Con un procedimiento similar al punto anterior, resolviendo (4.6)
y (4.7), obtenemos los siguientes resultados

—u1 0 Fv?—l(l) nery —u1 B “1qy = nen
= =

0 —nu;—v F;Ll@) ncay (—nu; — v)anl(Q) = ncoy

(n—Dur+v 0 n—1(1) _ neia N [(n—1)us +v]G_ 1(1) = NC12

0 0 GZ?I(Q) ncoo coo =0

Notemos que del hecho de que u; # 0, se deduce que nuy +v # 0, pues v no depende de n. Por lo tanto,

n — mn . _nco1 _ nci12
anl(l) = -—=u 12) = Tnuime Y Gr_ (1) = eDuto- Reemplazamos estos valores y resolvemos las

ecuaciones (4.8) (4.9) para k = n — 2. Obtenemos
_2’(1,1 0 F"—Q(l) _ n(n — 1) n (n _ 1) C11 Ci12 —n% ’
0 —nu =) \Fnag 0 1 0/ \mus
<(n ! 2)U1 . O) ( 1 2(1)> < O ) ’ (n - 1) (Cll Cl2> (ﬁm) ’
0 0 71—2(2) n(n - 1) €21 0 n—1(2)

de donde se deduce que

2y = nln — 1) [1+ S - eea
02
(=nur = v)FLy ) =nn - 1) 2=

[(n —2)u; +v] Gy 2(1)

=n(n—1)=22 — 4 (n — 1)¢1oG?
Tl(’l’l, - 1) (1 + (n 6112)22114-1))

(n—1)ui+v n—1(2)

€12

1221 — _1 Dado que c12, €21, U1 ¥ ¥ son constantes que no
(n—1Du; +v
dependen de n, la dltima igualdad solo es posible si u; = 0, lo que es absurdo.

De la tltima ecuacién tenemos que

Anélogamente se prueba para u; = 0y us # 0. Por lo tanto, no es posible que u; =0 o uy = 0. O

4.1. Resultados

Nuestro objetivo es hallar la expresién de los polinomios matriciales ménicos P, que son solucién de la

ecuacion diferencial (4.1) definida al comienzo de este capitulo. Para esto buscamos la forma de los coeficientes
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A, y By, de la relacién de recurrencia (3.4), los cuales podemos hallar, por lo visto en el Corolario 3.7, partir

la expresién de los términos F}' y G}, utilizando el resultado visto en la Proposicién 4.4.

Ademas, buscamos las condiciones que deben cumplir los coeficientes del operador diferencial para poder
plantear las ecuaciones de simetria de la Proposicion 3.12 y, asi, hallar la matriz de peso que hace ortogonales

a los polinomios.

Procedemos analizando los términos (A,1 — Ag) v (und — Ag), ya que si estos son inversibles, para todo
n € Ny, la expresién de los términos F}', G} queda univocamente determinado, obteniendo familias tnicas
de polinomios ortogonales ménicos. En caso contrario, si alguno de ellos es no inversible para todo n € Ny,
obtenemos familias de polinomios ortogonales ménicos no tnicas. En particular, por lo visto en el Corolario

3.7, nuestro interés estd en analizar los casos k = n—1y k = n — 2. Analizamos los siguientes casos Vn € Ny:

1. (A — Ay—1) es no inversible y (u,I — A,—1) es inversible, Vn € Ny.
2. (A — A1) es inversible y (und — Ap—1) 1o es inversible, Vn € Ny.
3. (Al —Ap—1) y (und — Ap—1) son no inversibles, Vn € Ny.

4. (AMI —Ap—1) v (un — Ay—1) son inversibles, Vn € Ny.

4.1.1. (N, —A,_1) es no inversible y (u,I — A,,_1) es inversible, Vn € Ny.

Tenemos que

- 0
(AnI - An—l) == = )
0 —nui+n—1uy—v

(n—1Du —nug+v 0
0 —U2 ’

(:unI - Anfl) = (

Para que la matriz (A1 — A, —1) sea singular debe cumplirse que u; = 0 0 n(ug —uy) — (ug +v) = 0. Por lo
visto en la Proposicién 4.5, no es posible que u; sea nulo. Analizamos el segundo caso. Estas condiciones se
cumplen para todo n € Ny si u; = us = —v.

Proposicién 4.6. Sea {P,(2)},cn, € C***[z] una familia de polinomios matriciales mdnicos, donde

P,(x) = ZT]?fk, Tr € C*%2, que son autofuncién del operador diferencial definido en (4.2), con au-
k=0

An
tovalor diagonal . ST up = us = —v, entonces ca1 =0 y
0 fin
nciy nci2
n _ v 2v
Tn_l - n ncag ’
n71(2) v
(n—1) (n(c;&—l—v)—‘,—vcle‘#il(2)) n(n—1)ciacan
n 5 = 202 R 202
" (n—Dezz Py ) n(n=1)(c2,+v)
v 202
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Demostracion. Sea P, (z) = ZT,?xk Consideramos T} = [} : G, donde FJ', G% € C?. Si desarrollamos
k=0

las ecuaciones de la Proposicié_n 4.4 para k=n—1y k=n— 2, obtenemos
v 0\ (Fuiqy) _ (nen)
0 0 F,f‘_l(Q) near )
2v 0 Fn_g(l) _ n(n —1) +(n—1) 11 C12 Fn—l(l) :
0 w 7?72(2) 0 C21  C22 Fg—l(g)
20 0 271(1) _ nci2 .
0 v Gz—l(z) Nncoo ,
3v 0 n—2(1) | _ 0 Fn—1) €11 C12 n-101) |
0 2v 272(2) n(n — 1) C21 29 271(2)

Notemos que, como u; = ug = —v, y por la Proposicién 4.5, tenemos que v # 0.

o

Q

De la primer ecuacién tenemos que nco; = 0. Por lo tanto, co; = 0 y la variable Ff}fl(z) queda libre.

Despejando los valores de F}, Gf, k =n — 1,n — 2, obtenemos

ncii nci2

n _ n . n _ v 2v

Tn—l - (Fn—l . TL—l) - Fn nco2
n-1@) o

(n—1) (n(chatv)+ver2F1 5))  p(n—1)eracas
2

" = (F™ . n — 21}2n v
I 202

Observemos que, F91(2) =0 ya que Py(z) = I. Para simplicidad notaremos k,, = F[LL_l(Q).

Proposicién 4.7. Sea D el operador diferencial definido en (4.2). Si ca1 = 0, entonces, via conjugacion, D

es similar al operador

~ 1
donde C' = an .
0 ca

Demostracion. Buscamos una matriz inversible M tal que V.= M~'VM y C — 2U = M~Y(C — zU)M.

2

_ d ~ d

. ci2 0 . . . ) .
Consideramos M = . Esta matriz es inversible, ya que s6lo consideramos c12 # 0, pues en caso

contrario el operador diferencial es diagonal y es similar al caso clasico, que no es de nuestro interés.

1 1 v 0 c12 0 v 0
M'VM=| 2 _ ,
0 1/\0 O 0 1 0 0
M—l(c _ xU)M _ é 0 c11 + v C12 ci2 O _ c11 +av 1 .
ot 0 Caz -+ 2V 0 1 0 Co2 + XV
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A continuacion, buscamos los coeficientes de la relacion de recurrencia A,, y B, y las condiciones que estos
deben cumplir para verificar las hipdtesis del Teorema de Favard, es decir, que A,, sea diagonal e inversible

y que S, B,, sea hermitica.

Proposicion 4.8. Sea {P,(x una sucesion de polinomios matriciales monicos autofuncion del ope-
n€Ny

rador diferencial (4.10) y que verifican la relacién de recurrencia
xP,(x) = Poy1(z) + P (z) By, + Pro1(x) A,

donde P_1(x) =0, Py(x) = I. Entonces,

= Sici1 = con y |kn| < 2n, A, es diagonal e inversible,

s La matriz S, B, es hermitica siempre que cos € R y

n

"L — 9y (ki1 — k) (4.11)

donde st y s§ son los elementos de la diagonal de S,,.

Demostracion. Del Corolario 3.7 tenemos que

—C11 -1

Bn — Tr?fl _ T;Lw-i-l _ v QCv

— —C22

kn kn+1 )

—2n—k, n(ci1—ca2)
_ _qm+l _ qm _ 2v 602
An — In-2 Tnfl Tn—an T\ (cii—c22)kn —2n+ky,

v 2v

La matriz A,, es diagonal si, para todo n € Ny,
TL(CH — 022) =0

kn(c11 —c22) =0

por lo tanto, es diagonal siempre que ¢11 = coa.

2 2
Por otro lado, Det(A,,) = %, por lo que A,, es inversible siempre que |k, | # 2n, pero de que A, es

definida positiva, tenemos que |k, | < 2n.

Ahora, bajo estas condiciones, veamos cuando S, B,, es hermitica. Para esto, se debe cumplir

* Q*
S,B, = B:S*
s caz sy 57 Caz n
T v T 20 _ | v SQ(kn_k”JFl)
n S5 C22 - st S5 Ca2
s (kn = knt1) =752 2 =

Comparando los elementos de ambas matrices tenemos que cos = €33, por lo tanto, cao € R. Por otro lado,

tenemos que

st n
_ﬁ = 55 (kn — kn41)
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que es lo mismo que

O

Una vez halladas las condiciones necesarias que deben cumplir los coeficientes A,, y B,, de la relacién de
recurrencia de tres términos, por el Teorema de Favard para polinomios matriciales ménicos (3.9), podemos

encontrar un peso matricial W tal que la sucesiéon de polinomios sea ortogonal respecto a él.

Proposicién 4.9. Sea {P,(7)},cy, una familia de polinomios matriciales mdnicos que son autofuncion
del operador diferencial (4.10) y que satisfacen la relacion de recurrencia de la Proposicién 4.8. Siv <0y

2
X > 22 > 0, entonces

4v? ( )
+
W(a) = ecmrtyat [ 1 o (4.12)
r)=¢€ (caotvz)  4dvx+(2co2+vz)x .
2v 4v

es una funcién de peso irreducible respecto al cual el operador D es simétrico.

Demostracion. Para hallar W (x) resolvemos las ecuaciones de simetria (3.6), (3.7) y (3.8), donde
Ag=—V
A =C +avl
Ay =1
La ecuacién (3.6) es trivial, de la ecuacion (3.7) obtenemos

(w'n(x) w’12(:17)> _ ( 2(coa + zv)wi () w11 (x) + 2(cog + zv)wia () >
w11(

why () why() x) + 2(co2 + zv)war (z)  wiz(x) + war () + 2(ca2 + 2v)was(x)

Al resolver estas ecuaciones diferenciales nos queda

X11 L(zxa1 + 2x12) )

W(x) = eeotse’
%(CUXM + 2x21) %($2X11 +22(x12 + X21 + 4X22)

donde x11, X12, X21 ¥ X22 son constantes de integracién. Ahora, si reemplazamos en la ecuacion (3.8) tenemos

1 x+2a?
0 =5 (coax11 — 20x12) | 0
1 La? 1 La? o
—5€22T 2T (g9 x11 — 20x21)  5€227T 27 (eop + w0) (X122 — X21)
esto se verifica si x12 = 21 = “2%*, y tomando x = %, podemos escribir la matriz W como

1 C22+VT
_ caxtia® 2v
W(I’) =€ coatvr  dvx+2cosztua’
2v 4v

Para que esta matriz sea de peso, debe ser definida positiva. De que ca2 y v son reales, es claro que la matriz

W es hermitica y
2 40y — 3y

D t W _ 2¢coox+vIT
et (2)) = ¢ =

2
Por lo tanto, si x > 22722, la matriz W es definida positiva.
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Por dltimo, las condiciones de contorno

g2 1 0222+v:t
QTEI:I‘:lOO W(Z‘) = zBI:EIOO € 2 2 cootvx 4’UX+262’[;£U+’UCU2 = 0 (413)
2v 4v
w2 (0 —3
lim W'(z) — W(z)(C +avl) = lim e®2"tz" 21=0 (4.14)
r—+o00 r—+oo % 0

se verifican si v < 0.

a
Veamos que el peso es irreducible. Supongamos que existe una matriz inversible M = ( d) tal que
c

W(x) = M*W(xz)M, donde W(x) es una matriz diagonal. Analizamos el elemento [1,2] y vemos bajo qué

condiciones se anula:
w2 1
M*W M 9 = et ym™ [2a(coad + 20b + dvz) 4+ E(2c22dx + 2b(cos + vx) + dv(z”® + 4x)]
v 1
— ecz2atia’ o [(dvﬁ)xz + 2(dva + (co2d + bv)e))z + (2((co2d + 2bv)a + (bea + 2dvx)e)] .
v

El coeficiente de 22 se anula si ¢ = 0 0 d = 0, pero no ambos pues M es inversible. Supongamos sin pérdida de
generalidad que ¢ = 0. Entonces, el coeficiente de x se anula si a = 0 0 d = 0. En ambos casos contradice que

M sea inversible. Lo cual es absurdo, por lo que no existe tal matriz M. Por lo tanto, el peso es irreducible.

O

Observemos que, como el operador D es simétrico respecto al peso W y la familia de polinomios matriciales

moénicos {Pn(a:)}neNO es autofuncién del operador diferencial D con autovalor ( " >7 entonces, por lo

Hn
visto en la Proposicién 3.10, tenemos que la familia de polinomios matriciales ménicos es ortogonal respecto

al peso W.

Una vez obtenida la matriz de peso, podemos hallar la forma explicita del término k,,.

Proposicién 4.10. Sea {P,(z)}

n
nen, familia de polinomios matriciales mdnicos, P (z) = E TRz, con
k=0

Tp € C**2 y T |, T, definidos como en la Proposicion 4.6, autofuncién del operador diferencial D

definido en (4.10) y ortogonal respecto al peso

1 Ccaotvz
_ oC22T+ %1;2 2v
W({L‘) ¢ costvr  dvx+2cosrtuvz’
2v 4v

entonces

2
o Vn € No. (4.15)

n:—
42y — ¢35 + nv

Demostracion. Probaremos por induccién sobre n.

Como mencionamos antes, de que Py(x) = I, tenemos que kg = 0.
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Para n = 1, de la ecuacién (4.11) tenemos que k1 = ;—10 — kg, v de que
VS

C%z
e‘%,/% 0
So = || Po(x /W A
T vX v— c22
0 \E S(=0)577

2v

obtenemos que k1 = ———5——
AR = = 3yt

2un

Supongamos ahora que k,, = paran > 1.

4v2x — 35+ nv

Sabemos que S, = 5,14, =...=SpA:1... A, y que

—2n—k,
n —2n+ky,
0 2v

por lo tanto,

'I’L

kn+1 - + kn

2@32
1 sfafa?...al 2un
T 2w s%akd2. . al T -, +mw
1 402 (4v?x — ) 2un
20 [4v2x — 2y 4+ no] [402x — 2, + (n + 1)0] * 4u2x — 35 + nv
v [4v%x — c3,] + 2vn [402x — 3y + (n+ 1)v]
C [4v2x — 3y + nv] [4v2x — 3y + (n+ 1)1]
B 20(n + 1) [4v?y — 3, + nv]
- [Av2x = 3y + ] [407x — By + (n + 1)0]
2u(n+1)
T A=, + (n+ L

como queriamos probar. O

A partir de las Proposiciones 4.6, 4.7, 4.8 y 4.10, obtenemos que la familia de polinomios matriciales
v 0

1
moénicos es autofunciéon del operador diferencial D con C' = (C(Q)Q >, V= (0 0
c

22

)yU——vI, con

n—1 0
autovalor A, = <( 0 ) ) y satisface la relacién de recurrencia (3.6), donde
nv

—n[4v2x—c§2+(n—l)v]

0
A — v[4v2x—c§2+nv]
n 0 —n[4vzx—c§2+(n+l)v] ?

U[4v2x—c§2+nv]

—C22 =1

v v
B” = *2U(4U2X*C§2) —C22

4v2xfc§2+nv] [4v2xfc§2+(n+1)v] v

o7



Y la norma de los polinomios es

4v’x—ch, 0
2 PIESY
_22 | (—w)Tz [41}2)(—02 +nv
Sn = nlV2mwe™ 20 X
n 0 4vzx—c§2+(n+l)v

2nT5
4(—v)" 2

4.1.2. (N, — A, 1) es inversible y (u,/ — A,,_1) es no inversible, Vn € Ny.

Probaremos que este caso y el visto en la Subsecciéon 4.1.1 son similares via conjugacién. Notemos que
(tnd — Ap—1) es no inversible si n(u; — ug) — (ug — v) = 0, Vn € Ny, es decir, u; = uy = v. Procedemos de

similar manera al caso anterior.

Proposicién 4.11. Sea {P,(z)} C C?*%[z] una familia de polinomios matriciales mdnicos, con

n€Ny

P,(x) = Z Tra”, T € C?*2, qutofuncién del operador diferencial definido en (4.2), con autovalor diagonal
k=0

A O )
. Siuy = us = v, entonces c1o = 0.
0 fpn

Demostracion. Sea P, (z) = ZTg‘xk Consideramos T} = [F}* : G, donde F}*, G € C?. Si desarrollamos
k=0

la ecuacién (4.7) de la Proposicién 4.4, tenemos que

0 —v G?L,lm) nca2
De esta ecuaciéon tenemos que nci2 = 0, de donde se deduce que c15 = 0. O]

Por lo tanto, la familia de polinomios ménicos P, es autofuncién del operador diferencial a izquierda

2

d d
D=I-——+(C—alU)— —

V.
dxz? dz ’

—(n+1)v 0 c 0
con autovalor A, = ( ) y C = 1 . Y de manera similar al caso anterior, via
0 —nu C21  C22

conjugacion, podemos considerar que co; = 1.

Proposicién 4.12. Sean D el operador diferencial a izquierda definido en (4.10) y

d? A fod A

D=1
dx

N é 0 N 9 0 N
con C' = ( il A ), V = <0 O) y U = 0l. Si é11 = coa, G2 = 11 y U = —v, entonces los operadores
C22

diferenciales son similares via conjugacion.

Demostracion. Por lo visto en la Observacién 4.1, sumando 9P, (x), podemos considerar el operador D,

como
d? N N

a
dx
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. 0 O
donde V = ( ) .
0 —-v

Ahora, buscamos una matriz inversible M tal que

M~YWWM=V,

N A~

M YC —2U)M = C —aU.

0
Basta tomar M = <
a

a
) con a # 0. Luego, considerando que ¢11 = co2 y éag = 11, se verifica

0o 1 0\ (0 .
= v a) _ 0 0 v
L 0/\0o 0/ \a 0 0 v
(1) % ci1 + v 1 0 a _ Coo + TV 0 :C'—xU,
- 0 0 coo + v a O 1 c11 +av

como queriamos probar. O

4.1.3. (MI—A,1)y (ol —A,—1) son no inversibles, Vn € Ny.

Para que ambas matrices sean no inversibles debe verificarse al mismo tiempo que
n(ug —uy) — (ug +v) =0

n(uy —uz) — (ug —v) =0

Pero solo se cumple para todo n € Ny, si u; = ug = v = 0, lo que no es posible, ya que por lo visto
en la Proposicién 4.5 los elementos u; y ug son no nulos. Por lo tanto, no es posible que (Al — Ap—1) y

(tnd — Aj—1) sean singulares de manera simultdnea Vn € Ny.

4.1.4. (M —A,1) y (unl — Ay—1) son inversibles, Vn € Ny.

Proposicién 4.13. Sea {P,(z)} C C?*%[z] una familia de polinomios matriciales mdnicos, con

n€Ny

P,(x) = Z TRk, T € C?*2, qutofuncion del operador diferencial definido en (4.2), con autovalor diagonal
k=0

A O
( ) St kuy —nus +v#0y —nuy +kus —v#0, parak=n—1,n—2, yVn € Ny, entonces

0 pin
_ecu e
™ _ U1 (n—1)u; —nuz+v
n—1 - co1 _ con )
nui—(n—1)uz+v Uug
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uiciaear+(c2; —uy ) [nug —(n—1)us+v] cizfuzcii —caz((n—1)ug —nus+v)]

no . 2uZ(nu; —(n—1)uz+v) uz[(n—1)u; —nuz+v][(n—2)u; —nuz+v)
Ty o= n(n 1) co1fuices—ci1(—nui+(n—1)us—v)] —c35[(n—1)us —nus+v]+usleizcar +(n—1)u; —nuz+v]
uy [—nui+(n—1)us—v][—nui+(n—2)us —v] 2u2[—(n—1)u1 +nuz—v]
Demostracion. Sea Pp( Z TPa*. Consideramos T} = (F* : G}), donde F}*, Gy € C2.
k=0

Siku; —nug+v # 0y —nug + kus —v # 0, Yn € Ny, las matrices (A, I — Ar) v (und — Ag) son inversibles.

Si desarrollamos las ecuaciones de la Proposicién 4.4 para k =n — 1y k = n — 2, obtenemos

F = Ol = Ap1)™! (nc”> ;

nca1
nc
Z—l = (an - An 1 < 12)
Nnca2
— 1
F oy = (Al — Ap_s) ( " ) (n—1)CE", |

ne2 = (tnd — An_2) l( ) (n—1)CG_,4

Al resolver, obtenemos los valores para F}' ;, F'_,, Gy _ G _,. Asi, tenemos que
) 1> ' n—2» n—1 n—2 )

__C11 %
Tn — Fn . n =n uy n—1)u; —nus+v
n—1 [ n—1 nfl] - Cot _ con
nui—(n—1)uz+v Ug
no n . /m
Tn72 - [Fn72 . n72]
u1012cQ1+(c§1—ul)[nul—(n—l)u2+v] ciafuzcir —coa((n—1)ug —nus+v)]
_ 7’L(7’L i 1) 2u2(nuy—(n—1)uz+v) uz[(n—1)ur —nuz+v][(n—2)us —nus+v|
co1uicos—cii(—nui+(n—1)us—v)] 7032[(nfl)ulfnu2+v]+u2[012021+(n71)u17’nu2+v]
w1 [—nui+(n—1)us—v][—nui1+(n—2)us—v] 2uZ[—(n—1)u1 +nuz—v]

O

Ahora, una vez hallados estos coeficientes, calculamos las matrices B, y A,, de la relacién de recurrencia

y tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.14. Sea {P,(z)}, ¢y, una sucesion de polinomios matriciales monicos autofuncién del ope-

rador diferencial (4.2) y que verifica la relacion de recurrencia
xP,(x) = Poy1(z) + Py (z) By, + Pro1(x) A,

donde P_1(x) =60, Py(z) = I. Entonces,

C22U1
U2

A, es diagonal si ¢y =

= La matriz S, B, es hermitica siempre que c11,c00 € R gy

st Crlur +v) [nur — (04 Dug 4+ 0] [(n — 1)ug — nug + v]
crzun = v)é N [nu; — (n — Dug + v] [(n 4+ Duy — nug + v] (4.17)

donde st y sy son los elementos de la diagonal de Sy,.
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Demostracién. Del Corolario 3.7, tenemos que B,, = T | — Ty A, =Tr o — T —T" | B,.

En primer lugar, buscamos que A,, sea diagonal. Para esto calculamos cudndo los términos Ay, (1) ¥ An 21

se anulan.
4 _ nepa(e11ug — caguy) [(n — Du? + (nug — v)v + u1(ug — nug — (n — 2)1))] 0
"2 g [(n = 2)ur — nug + 0] [(n — Duy — nug 4+ 0] [(n — Dug — (n+ 1ug + 0]
Aupy = ncay(cooug — crrug) [—((n — Dug — v)(ug + v) + ur((n — 1)ug + no)j
n[21] —

urug [nug — (n— Dug + 0] [nug — (n— 2)ug + 0] [(n + Dug — (n — 1)ug + v] -

Para resolver estas ecuaciones, con ayuda de un software para calculos algebraicos, calculamos los coeficien-
tes de las potencias de n en el numerador de cada término y resolvimos cudndo se anulan estos coeficientes.

Descartamos los casos que no verifican las hipdtesis o que reducen al caso clasico, y obtenemos que A,, es

. . o U1C22
diagonal si usc1; = ujces. Como us # 0, lo reescribimos como c¢1; = —
2
Por otro lado, buscamos que S, B,, sea hermitica, tenemos que
) )
stci1 st ciz(u1—v)
S B — uy [nui —(n+1)uz+v][(n—1)us —nus+v]
n-=mn — sg o1 (uz+v) 55 C22
[nui —(n—1)uz+v][(n+1)us —nus+v] U

por lo tanto, es hermitica si c11,c00 € Ry

Cuﬂ _ Car(ug +v) [nu; — (n+ Dug + 0] [(n — 1)ug — nug + ]
sy (ug — ) [nuy — (n — Dug + 0] [(n 4+ 1)uy — nug + 0]

O

Observemos que, de la ecuacién (4.17), podemos deducir que ¢12 # 0, pues en caso contrario tenemos que

¢21 = 0. Si esto ocurre, el operador diferencial queda diagonal y reduce al caso clasico.

En la siguiente proposicién analizamos el caso en que A,, es diagonal.

Proposicién 4.15. Sea {P, ()}, oy, una familia de polinomios matriciales mdnicos autofuncion del ope-

rador diferencial D definido en (4.2) y verifica la relacion de recurrencia

xP,(z) = Poy1(z) + Py (z) By, + Pro1(z) A,

Uy

con P_y(w) = 0 y ) = L. i exy = 2
2

, entonces el operador diferencial es diagonal y reduce al caso

clasico.

. C22U1 ., .
Demostracion. Sea c11 = . De la relacién de recurrencia tenemos que
U2
Pn+1 = Pn(zl - Bn) - Pn—lAn
Ydeque B, =T , — T 'y A, =T" 5, — T} —T" | B, utilizando un software de calculos algebraicos,

calculamos cudndo D(P,) = P,A,. Tenemos que esta ecuacién se verifica para n = 0,1, 2.

61



Ahora, para n = 3, las entradas de la matriz D(Ps(z)) — Ps(z)A3 son,

[D(P3(x)) — Ps(x)As];y 1) =0

c12 [’LLQ(612621 +us — v)v + ut(3uz + v) + ui(—3u3 — 2uzv + v(cizca1 + U))]
(uruz(uz — v)(u1 — 2uz +v))

c21 [UQ(012C21 +uz2 — v)v + ui(Buz + v) + v (—3u3 — 2ugv + v(cr2c21 + v))]

(wruz(u1 + v)(2ur — ug + v))

[D(Py()) — Ps(x)As]y o) =

[D(Ps(z)) — Ps(z)As] ) =

[D(Ps(x)) = Po(2)As]p 5 =0

Calculamos cudndo se anulan las entradas [1,2] y [2, 1], descartamos los casos que no verifican las hipdtesis

o reducen al caso clasico. Obtenemos que se anulan si

ugv(—uz + v) — ut(3uz + v) + ui (3ud + 2ugv — v?)

C21
c12(u1 + ug)v

Reemplazamos este valor y analizamos D(Py(x)) = P4A4. Ahora, esta ecuacién se verifica si uy = ug, pero

al reemplazar este valor en co; este se anula.

Asi, la ecuacién D(Py(x)) = PyA4 se cumple si co; = 0, y de la condicién (4.17) para que la matriz S, B,

sea hermitica, tenemos que c12 = 0. Por lo tanto, reduce al caso clasico. O

Concluimos entonces que si las matrices (A, — Ap—1) v (pnl — Ap—1) son inversibles Vn € Ny, las
condiciones para que la matriz A,, de la relaciéon de recurrencia de tres términos sea diagonal hacen que el
operador diferencial sea diagonal, lo que reduce al caso clasico. Por lo tanto, no existen familias tinicas de

polinomios matriciales ménicos que sean autofuncién del operador diferencial (4.2).

El siguiente teorema engloba la respuesta a la hipdtesis planteada al inicio de este capitulo.

Teorema 4.16. Sea {P,(7)},cy, una familia de polinomios matriciales mdnicos autofuncion del operador

diferencial
D—Id—z—k(C—xU)i—V
© da? dx
1 — 0 0
donde C' = €22 , U = ! yV = v , ca2 € R, v € R™, con autovalor diagonal
0 Co2 0 —v 0 0
(n—1)v . )
A, = 0 . Entonces, se cumplen las siguientes condiciones
nv

= Los polinomios son ortogonales respecto al peso

W(a) = enetsa’ 1 N
cootvx 4vx+2(:221+vx2
2v 4v

Chy
con X > ;57
» FEl operador diferencial D es simétrico respecto al peso W ;
= La familia de polinomios verifica la relacion de recurrencia

2P, (x) = Pot1(z) + Po(x)By, + P11 (z) A,
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donde

—cC22 =1
v v
By, = —2v(4v%x—c3,) —C22
[4vzx—c§2+7w] [41}2x—c§2+(n+1)v] v
7n[4vzxfc§2+(n71)v} 0
A — v[4v2x—c§2+nv]
n 0 7n[4vzxfc§2+(n+1)v]

v [41}2)(—052-&-711;]
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta seccién presentamos los resultados mas destacados del Capitulo 4.

Dada una sucesién de polinomios matriciales ménicos P, (x) = [F,,(x) : G, (z)], con F,(z), G, (z) € C?[z],
que son autofuncién de la ecuacion diferencial
d2
dx?

donde z € R, C € C**2 y U, V,A,, € R?>*2\ {6}, con

I—P,(z)+ (C — xU)%Pn(w) — VP, (x) = P,(x)A,,

A, = —nu] — v 0 '
0 —NUs

Entonces, los coeficientes del término n — 1 de F,,(z) y G, (z) verifican

Aol — A1 )FP | = (”C“>

ncay

(,Unl - An—l)GZ—l = <n612>

nco2

= Si (Al —Ap—1) y (e — Aj—1) son matrices inversibles Vn € Ny, y ademés la familia de polinomios

P, (x) satisface una relacién de recurrencia de tres términos, entonces reduce al caso clésico.
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= Silas matrices (ApI —An—1) y (und — Ap—1) son una de ellas inversible y la otra no, Vn € Ny, entonces

existen infinitas familias de polinomios matriciales moénicos autofuncién del operador diferencial con

c
uy=uy=—-vyC= 22 , es decir, son autofunciéon de
0 o
d? Coo + TV 1 d
I+ ~ _v
dx 0 Cog + zv | dx

A= <(n—1)v 0)
0 nv

Ademaés, verifican las siguientes propiedades:

con autovalor

e Son ortogonales respecto al peso matricial

1 Ca2tvxT
— pC227+ L2 2v
W(x) € <022+Um 4vx+2coaztva?
2v 4v

C2
con x > %%

e Verifican una relacién de recurrencia de tres términos de la forma
2P, () = Ppi1(z) + Po(z)By, + P11 (z) A,

donde P_1(z) =0, Py(x) =1y

—C22 —1
v v

B, = ou(anty—e, o
[4vzxfcg2+nv] [4U2X7c32+(n+1)71] v

—n[4v2x—c§2+(n—1)v}
An _ v[4'ur"xfcg2+nv]
0

0

—n[4vzx—c§2+(n+1)v}

v [4v2xfc§2+n'u]

e La norma de los polinomios es

4112)(—032 0
2 pIEa!
_22 | (—w)Tz [41}2)(—02 —Hw]
S, = nlv2mwe™ 2v 22
n 0 4v%x—c3,+(n+1)v
4(7,0) 722

Y por lo visto en el Teorema 4.16, esta familia es la tinica que verifica las hipétesis de nuestro problema,
salvo conjugacién. En las publicaciones [3, 12, 20, 28] se encuentran ejemplos de la familia de polinomios

hallada en este trabajo.
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