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Capítulo 1

Introducción

El desarrollo de la teoría de polinomios ortogonales comenzó en el siglo XVIII con la resolución de pro-
blemas de aplicación práctica en la física, entre ellos, la teoría de la gravedad de Newton.

La primer familia de polinomios fue introducida por Adrien-Marie Legendre en 1782 cuando estudiaba el
problema de atracción de un cuerpo por una esfera. En 1784 Legendre probó algunas propiedades significa-
tivas, como que estos polinomios eran ortogonales y sus ceros eran reales, distintos entre sí.

La siguiente familia fue estudiada por Charles Hermite en 1864, aunque Laplace y Chebyshev los con-
sideraron antes en problemas de teoría de probabilidad. Esta familia de polinomios está relacionada con
problemas de mecánica cuántica.

Más adelante se conoció la familia denominada de Laguerre Lα
n, en principio estudiada por Niels Abel y

Joseph-Louis Lagrange, pero fue Pafnuti Chebyshev quien los desarrolló en profundidad en 1859. En 1879
Edmond Laguerre estudia el caso particular para α = 0. Finalmente, Carl Jacobi introduce una familia de
polinomios que generaliza los polinomios de Legendre, publicado en 1859 en una obra póstuma.

Las familias de polinomios ortogonales de Hermite, Laguerre y Jacobi son las más estudiadas debido a
su aparición en problemas de física y matemática aplicada. A estas familias se las denomina familias de
polinomios ortogonales clásicos. A lo largo de los años se han estudiado qué propiedades y características
comparten. Una de las características en común es que son soluciones de una ecuación diferencial de segundo
orden de tipo hipergeométrica

σ (x) d2

dx2 pn(x) + τ (x) d

dt
pn(x) + λnpn(x) = 0,

donde σ (x), τ (x) y λn son de grado 2, 1 y 0 respectivamente. Salomon Bochner en 1929, en su tratado “Über
Sturm-Liouvillesche Polynomsysteme” [2], caracterizó a las familias de Hermite, Laguerre, Jacobi y Bessel
como soluciones de diferentes ecuaciones diferenciales hipergeométricas de segundo orden, dichas familias
son las únicas soluciones de este tipo de ecuación. Los polinomios de Hermite, Laguerre y Jacobi satisfacen
las siguientes ecuaciones diferenciales, respectivamente:
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d2

dx2 + (δ + ϵx) d

dx
+ λ

x
d2

dx2 + (δ + ϵx) d

dx
+ λ

x(1 − x) d2

dx2 + (δ + ϵx) d

dx
+ λ

Otra característica de las familias de polinomios ortogonales es que sus derivadas también son familias de
polinomios ortogonales y autofunciones de un operador diferencial de tipo hipergeométrico. Además, pueden
expresarse en términos de la fórmula de Rodrigues

Bn

ω(x)
dn

dxn
[σn(x)ω(x)] ,

nombrada así en honor a Olinde Rodrigues, quien presentó este resultado, relacionado a polinomios de
Legendre, en 1816. En esta fórmula ω(x) es la función de peso respecto de la cual son ortogonales las familias
de polinomios.

Por último, una propiedad que verifican las familias de polinomios ortogonales clásicos es una relación de
recurrencia de tres términos del tipo

xpn(x) = anpn+1(x) + bnpn(x) + an−1pn−1(x).

En 1939 Gábor Szegö reunió todos los resultados conocidos hasta el momento en su libro “Orthogonal
polynomials” [39].

Los polinomios ortogonales matriciales fueron introducidos por Mark Krein en 1949 [31]. Más adelante, se
comenzó a estudiar si en el caso matricial se cumplían las mismas propiedades que en el caso escalar, como
la relación de recurrencia, el teorema de Favard, la fórmula de Rodrigues, entre otros. Antonio Durán, en
su trabajo publicado en 1997 [16], realizó un estudio similar al de Bochner para el caso matricial, buscando
familias de polinomios matriciales que sean autofunción de un operador diferencial hipergeométrico matricial
de segundo orden del tipo

D = A2
d2

dx2 + A1
d

dx
+ A0

donde A2, A1 y A0 son polinomios matriciales de grado a lo sumo 2, 1 y 0 respectivamente. A diferencia
del caso escalar, el caso matricial presenta una dificultad extra ya que el producto entre matrices no es
conmutativo, por lo que es necesario definir si el operador diferencial actúa a derecha o izquierda.

En principio, se desarrollaron dos métodos para encontrar familias de polinomios ortogonales matriciales.
Uno de ellos utiliza técnicas de representación de grupos para obtener funciones esféricas matriciales asociadas
al espacio proyectivo complejo [16, 26, 29]. El segundo método desarrollado busca resolver un conjunto de
ecuaciones diferenciales matriciales, planteando que el operador diferencial D sea simétrico respecto a una
matriz de peso W (x) que hace ortogonal a la familia de polinomios matriciales [18, 20, 21, 26]. Así, se busca
resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

WA2 = A∗
2W
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2(WA2)′ = A∗
1W + WA1

(WA2)′′ − (WA1)′ + WA0 = A∗
0W

con ciertas condiciones de contorno.

En los últimos años se han encontrado ejemplos de familias de polinomios matriciales ortogonales que
verifican una ecuación diferencial de segundo orden de tipo hipergeométrico. En particular, familias de
polinomios matriciales de Hermite de orden 2 × 2 han sido estudiadas en [3, 10, 12, 19, 20, 28].

El objetivo de este trabajo es encontrar familias de polinomios ortogonales mónicos de tamaño 2 × 2 que
sean autofunciones de un operador diferencial hipergeométrico matricial de segundo orden con autovalor
diagonal. El método utilizado busca determinar las condiciones necesarias que los parámetros del operador
diferencial de segundo orden deben verificar para que sus autofunciones sean polinomios matriciales mónicos,
a partir de los cuales construimos familias completas de polinomios ortogonales respecto a una función de
peso matricial [6].

El presente trabajo está estructurado en cinco capítulos. El primero de ellos es esta introducción.

En el segundo capítulo se desarrollan nociones básicas sobre la teoría de polinomios ortogonales clásicos,
una introducción a la función hipergeométrica de Gauss, la función hipergeométrica Confluente y se menciona
el problema de Bochner.

En el tercer capítulo se generalizan los resultados del capítulo 2 al caso matricial y se desarrolla la teoría
de operadores diferenciales matriciales.

En el cuarto capítulo se encuentra el aporte principal de este trabajo. Se desarrolla el método utilizado
para hallar familias de polinomios matriciales mónicos que sean autofunción de un operador diferencial y
sean ortogonales respecto a un peso, y se presentan los resultados obtenidos.

Por último, en el quinto capítulo se presentan las conclusiones y un resumen de los principales resultados
obtenidos en el capítulo anterior.
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Capítulo 2

Funciones clásicas

2.1. Polinomios ortogonales clásicos

En esta sección desarrollaremos la teoría clásica de polinomios ortogonales y veremos las propiedades
principales que los caracterizan. Estos resultados están basados en los textos [1, 4, 14, 33, 39].

Definición 2.1. Denotamos el espacio vectorial de todos los polinomios con variable real x y coeficientes
complejos como C [x].

C [x] =
{

p(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a2x2 + a1x + a0 : ai ∈ C, n ∈ N0
}

Si an ̸= 0 diremos que el polinomio es de grado n y lo notamos gr(p) = n, an se denomina coeficiente
principal. Además, si an = 1 decimos que el polinomio es mónico.

Definición 2.2. Un producto interno en un espacio vectorial V es una función ⟨·, ·⟩ : V × V → C que
cumple, para todo f, g, h ∈ V y para todo α, β ∈ C, las siguientes propiedades:

i) ⟨f, f⟩ ≥ 0 y ⟨f, f⟩ = 0 si y sólo si f = 0,

ii) ⟨f, g⟩ = ⟨g, f⟩,

iii) ⟨αf + βg, h⟩ = α ⟨f, h⟩ + β ⟨g, h⟩.

Observemos que un espacio vectorial con un producto interno es un espacio normado, con norma
∥·∥ = ⟨·, ·⟩1/2.

Definición 2.3. Dada una función α(x) no decreciente y acotada en R, la llamamos m-distribución si
toma infinitos valores distintos y sus momentos, esto es, las integrales∫

R
xndα(x),

existen y son finitas ∀n ∈ N0.
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Si α(x) es absolutamente continua, entonces

dα(x) = ω(x)dx

donde ω(x), es no negativa e integrable en R.

En adelante consideraremos a las m-distribuciones como dα(x) = ω(x)dx.

Definición 2.4. Una función ω : [a, b] → R se dice de peso si es positiva y sus momentos

µn =
∫ b

a

xnω(x)dx

existen y son finitos para todo n ∈ N0.

Proposición 2.1. Dada una función de peso ω en un intervalo [a, b] , se tiene que ∀f, g ∈ C [a, b]

⟨f, g⟩ω =
∫ b

a

f(x)g(x)ω(x)dx

es un producto interno en C [a, b].

Demostración. Sean f, g, h ∈ C [a, b], α, β ∈ C

i) ⟨f, f⟩ω =
∫ b

a

f(x)f(x)ω(x)dx =
∫ b

a

∥f(x)∥2
ω(x)dx

Como ∥f(x)∥2
ω(x) ≥ 0 en casi todo punto, entonces

∫ b

a

∥f(x)∥2
ω(x)dx ≥ 0.

Por otro lado, si f = 0 claramente ⟨f, f⟩ω = 0.

Si ⟨f, f⟩ω = 0, como ω(x) es positiva en casi todo punto, entonces f = 0.

ii) Como ω(x) ∈ R, entonces ω(x) = ω(x), usando las propiedades de conjugación se obtiene

⟨f, g⟩ω =
∫ b

a

f(x)g(x)ω(x)dx =
∫ b

a

f(x)g(x)ω(x)dx = ⟨g, f⟩ω.

iii) Utilizando la linealidad de la integral obtenemos

⟨αf + βg, h⟩ω =
∫ b

a

(αf(x) + βg(x))h(x)ω(x)dx

=
∫ b

a

αf(x)h(x)ω(x)dx +
∫ b

a

βg(x)h(x)ω(x)dx

= α

∫ b

a

f(x)h(x)ω(x)dx + β

∫ b

a

g(x)h(x)ω(x)dx

= α ⟨f, h⟩ω + β ⟨g, h⟩ω .
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Definición 2.5. Sea {pn(x)}n∈N0
⊂ C[x], decimos que la familia de polinomios es ortogonal respecto a

una función de peso ω(x) si gr(pn) = n, ∀n ∈ N0 y

⟨pn(x), pm(x)⟩ω =
∫ b

a

pn(x)pm(x)ω(x)dx = 0,

siempre que n ̸= m.

Si además se cumple que ⟨pn(x), pn(x)⟩ω = 1, decimos que son ortonormales.

Observación 2.1. Notemos que, ∀ p(x), q(x) ∈ C[x], ⟨p(x), q(x)⟩ω < ∞. Esto se deduce de que los momentos

de la función de peso ω son finitos. Es decir, si p(x) =
n∑

k=0
akxk y q(x) =

m∑
j=0

bjxj, entonces

⟨p(x), q(x)⟩ω =
〈

n∑
k=0

akxk,

m∑
j=0

bjxj

〉
ω

=
n,m∑

k,j=0
akbj

∫ b

a

xk+jω(x)dx < ∞

Por lo tanto, C[x] es un espacio vectorial con producto interno.

Teorema 2.2 (Existencia y unicidad). Dada una función de peso ω : R → R, existe una única familia de
polinomios {pn(x)}n∈N0

que cumple las siguientes propiedades

i) pn(x) = γnxn + rn−1(x), con γn > 0 y rn−1 ∈ C [x] de grado a lo sumo n − 1.

ii)
∫
R

pn(x)pm(x)ω(x)dx = δn,m =

1 n = m

0 n ̸= m

Demostración. Para probar la existencia utilizamos el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt. Con-
sideremos la colección {xn}n∈N0

que es una base de C [x], realizamos el siguiente proceso.

P0(x) = 1
⟨x0, x0⟩

.

Sea U1(x) = x − ⟨P0, x⟩ P0, entonces P1(x) = U1(x)
⟨U1(x), U1(x)⟩ .

Sea Uk(x) = xk −
k−1∑
i=0

〈
Pi(x), xk

〉
Pi(x), entonces Pk(x) = Uk(x)

⟨Uk(x), Uk(x)⟩ , con k ≥ 2.

Claramente, la familia de polinomios {Pn(x)}n∈N0
es ortonormal por la forma en que fue construida.

Notemos que Pn(x) =
(

xn −
n−1∑
i=0

⟨Pi(x), xn⟩ Pi(x)
)

1
⟨Un(x), Un(x)⟩ . Entonces tomando γn = 1

⟨Un,Un⟩ > 0,

obtenemos la condición (i).

Para demostrar la unicidad supongamos que existen {pn} y {qn} dos familias de polinomios ortonormales
que verifican (i) y (ii). Por inducción probaremos que pn(x) = qn(x), ∀n ∈ N0.

Si n = 0, entonces p0(x) = a0 y q0(x) = b0. Por la segunda condición tenemos que∫
R

a2
0ω(x)dx = 1 =

∫
R

b2
0ω(x)dx,
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entonces a2
0 = b2

0 y del hecho de que a0 y b0 son positivos concluimos que a0 = b0.

Supongamos que pm(x) = qm(x) ∀m < n. Como pn pertenece al espacio generado por {qk}n
k=0 tenemos

que

pn(x) =
n∑

i=0
ciqi(x) =

n−1∑
i=0

cipi(x) + cnqn(x),

donde ci = ⟨pn, qi⟩, por la segunda condición, ci = 0 ∀i < n. Entonces, pn(x) = cnqn(x).

Usando un razonamiento similar al caso n = 0, tenemos que cn = 1. Así, pn(x) = qn(x).

Corolario 2.3. En particular, para una función de peso ω existe una única familia de polinomios ortogonales
mónicos.

Observación 2.2. Sea {pn}n∈N0
una familia de polinomios ortonormales respecto a una función de peso ω.

Entonces la familia de polinomios {qn}n∈N0
definida como

qn(x) = αnpn(x),

con αn ∈ C \ {0}, es ortogonal respecto a ω.

Proposición 2.4. Sea {pn(x)}n∈N0
una familia de polinomios ortogonales. Entonces ⟨q(x), pn(x)⟩ω = 0

para todo q(x) ∈ C [x] de grado menor o igual a n − 1.

Demostración. Sea q(x) ∈ C[x], entonces pertenece al espacio generado por {pn(x)}n∈N0
, es decir,

q(x) =
n−1∑
k=0

akpk(x). Por lo tanto,

⟨q(x), pn(x)⟩ω =
n−1∑
k=0

ak ⟨pk(x), pn(x)⟩ω = 0.

2.1.1. Propiedades de polinomios ortogonales clásicos

Teorema 2.5 (Recursión de tres términos). Sea {pn(x)}n∈N0
una familia de polinomios ortogonales respecto

a un peso ω, con coeficiente principal γn > 0. Entonces, la familia de polinomios satisface una relación de
recurrencia de tres términos de la forma:

xpn(x) = an+1pn+1(x) + bnpn(x) + cn−1pn−1(x),

donde p−1(x) = 0, c−1 = 0 y

an+1 = γn

γn+1
,

bn = ⟨xpn(x), pn(x)⟩ω

∥pn∥2 ,

cn−1 = γn−1

γn

∥pn∥2

∥pn−1∥2 .
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Demostración. Notemos que xpn(x) es un polinomio de grado n + 1, entonces existen ciertos di ∈ C,
0 ≤ i ≤ n + 1 tales que

xpn(x) =
n+1∑
i=0

dipi(x).

Observemos que

⟨xpn(x), q(x)⟩ω =
∫
R

xpn(x)q(x)ω(x)dx =
∫
R

pn(x)xq(x)ω(x)dx = ⟨pn, xq⟩ω .

Entonces por el corolario anterior, para todo polinomio q de grado n − 2, se cumple ⟨xpn, q⟩ = ⟨pn, xq⟩ = 0.
En particular ⟨xpn, pk⟩ = 0, k = 0, 1, . . . , n − 2.

Como {pn(x)}n∈N0
es una familia ortogonal,

⟨xpn, pk⟩ω =
n+1∑
i=0

di ⟨pi, pk⟩ = dk ⟨pk, pk⟩ = dk ∥pk∥2
.

Por lo tanto, d0 = d1 = ... = dn−2 = 0, es decir,

xpn(x) = dn+1pn+1(x) + dnpn(x) + dn−1pn−1(x).

Si en cada miembro analizamos el coeficiente principal tenemos que

dn+1 = γn

γn+1
> 0.

Para el coeficiente dn tenemos

⟨xpn, pn⟩ω = ⟨dn+1pn+1 + dnpn + dn−1pn−1, pn⟩ω = ⟨dnpn, pn⟩ω = dn ∥pn∥2
.

Por lo tanto, dn = ⟨xpn, pn⟩ω

∥pn∥2 .

Por último, analizamos el siguiente producto interno

⟨xpn, pn−1⟩ω = ⟨dn+1pn+1 + dnpn + dn−1pn−1, pn−1⟩ω = ⟨dn−1pn−1, pn−1⟩ω = dn−1 ∥pn−1∥2
.

Por otro lado,
⟨xpn, pn−1⟩ω = ⟨pn, xpn−1⟩ω = γn−1

γn
∥pn∥2

.

Por lo tanto, dn−1 = γn−1 ∥pn∥2

γn ∥pn−1∥2 .

Corolario 2.6. Sea {pn(x)}n∈N0
una familia de polinomios ortonormales respecto a un peso ω. Entonces,

la familia de polinomios satisface una relación de recurrencia de tres términos de la forma

xpn(x) = an+1pn+1(x) + bnpn(x) + anpn−1(x),

donde an = γn

γn+1
y bn ∈ R, para todo n ∈ N0.

El siguiente resultado es el recíproco del teorema de recursión de tres términos.
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Teorema 2.7 (Teorema de Favard). Sean {an}n∈N0
⊂ R+, {bn}n∈N0

⊂ R y {pn(x)}n∈N0
una familia de

polinomios que satisfacen la siguiente relación de recurrencia de tres términos

xpn(x) = anpn−1(x) + bnpn(x) + an+1pn+1(x),

con p−1 = 0 y p0 = γ0 > 0. Entonces existe una m-distribución ω tal que∫
R

pn(x)pm(x)ω(x)dx = 0,

siempre que n ̸= m.

Demostración. Sea pn =
n∑

k=0
dkxk. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que p0(x) = 1, y definimos

⟨p0(x), p0(x)⟩ = µ0 = a0,

⟨p0(x), pn(x)⟩ = 0 ∀n ∈ N.

Entonces, por la relación de recurrencia de tres términos

0 = ⟨p0(x), p1(x)⟩ =
〈

p0(x), xp0(x) − a0p−1(x) − b0p0(x)
a1

〉
= 1

a1
(⟨p0(x), xp0(x)⟩ − b0 ⟨p0(x), p0(x)⟩) = µ1 − b0µ0

a1
.

Por lo tanto, µ1 = b0µ0.

Del mismo modo calculamos µ2,

0 = ⟨p0(x), p2(x)⟩ =
〈

p0(x), xp1(x) − a1p0(x) − b1p1(x)
a2

〉
= 1

a2
(⟨p0(x), xp1(x)⟩ − a1 ⟨p0(x), p0(x)⟩ − b1 ⟨p0(x), p1(x)⟩)

= d1µ2 − d0µ1 − a1µ0

a2

= d1µ2 − (d0b0 + a1)µ0

a2
.

Despejando, µ2 = b0d0 + a1

d1
µ0.

Reiterando el procedimiento obtenemos la sucesión de momentos {µn}n∈N0
. Observemos que, para n ≥ 2

⟨xpn(x), p0(x)⟩ = an ⟨pn−1(x), p0(x)⟩ + bn ⟨pn(x), p0(x)⟩ + an+1 ⟨pn+1(x), p0(x)⟩ = 0;

para n ≥ 3〈
x2pn(x), p0(x)

〉
= an ⟨xpn−1(x), p0(x)⟩ + bn ⟨xpn(x), p0(x)⟩ + an+1 ⟨xpn+1(x), p0(x)⟩ = 0.

Por lo tanto, para 0 ≤ k < n,
〈
xkpn(x), p0(x)

〉
= 0.
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Luego, para k = n

⟨xnpn(x), p0(x)⟩ =
〈
xn−1(xpn(x)), p0(x)

〉
=
〈
xn−1(anpn−1(x) + bnpn(x) + an+1pn+1(x)), p0(x)

〉
= an

〈
xn−1pn−1(x), p0(x)

〉
= an

〈
xn−2(xpn−1(x)), p0(x)

〉
= an

[〈
xn−2(an−1pn−2(x) + bn−1pn−2(x) + anpn(x)), p0(x)

〉]
= anan−1

〈
xn−2pn−2, p0(x)

〉
.

Continuando con el procedimiento,

⟨xnpn(x), p0(x)⟩ = anan−1 . . . a1µ0.

De esto se deduce que, si n ̸= m, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que m < n, entonces

⟨pn(x), pm(x)⟩ =
n∑

k=0

〈
pn(x), ckxk

〉
= 0,

y si n = m, entonces ⟨pn(x), pn(x)⟩ = anan−1 . . . a2a1µ0 > 0.

Una característica de las familias de polinomios ortogonales clásicas es que son autofunciones de un ope-
rador diferencial de tipo hipergeométrico.

Definición 2.6. Llamamos ecuación diferencial de tipo hipergeométrica a toda ecuación diferencial
de la forma

σ(x)y′′(x) + τ(x)y′(x) + λy(x) = 0 (2.1)

donde σ y τ son polinomios de grado a lo sumo 2 y 1, respectivamente, y λ es una constante.

Las soluciones de una ecuación diferencial de tipo hipergeométrica se denominan funciones hipergeo-
métricas.

Un resultado importante es que las derivadas de cualquier orden de funciones hipergeométricas son nueva-
mente funciones hipergeométricas. Este resultado da lugar al desarrollo de la fórmula de Rodrigues, la cual
permite encontrar explícitamente los polinomios de grado n que son solución de una ecuación diferencial de
tipo hipergeométrica. Dicha fórmula fue establecida por Olinde Rodrigues en 1816 para un caso especial de
polinomios ortogonales clásicos, los polinomios de Legendre.

Proposición 2.8. Las derivadas de funciones hipergeométricas son funciones hipergeométricas.

Demostración. Derivamos la ecuación (2.1) respecto de la variable x y reemplazamos v1(x) = y′(x). Tenemos

σ(x)v′′
1 (x) + τ1v′

1(x) + µ1v1(x) = 0, (2.2)

donde τ1(x) = τ(x) + σ′(x) y µ1 = λ + τ ′(x). Como τ1 es de grado 1 y µ1 es constante, entonces (2.2) es de
tipo hipergeométrica. Por lo tanto, v1 es una función hipergeométrica.
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Reiterando el procedimiento, obtenemos una función de tipo hipergeométrica para y(n)(x) = vn(x):

σ(x)v′′
n + τn(x)v′

n + µnvn = 0 (2.3)

donde τn(x) = τ(x)+nσ′(x) es un polinomio de grado 1, y µn = λ+nτ ′(x)+ n(n − 1)
2 σ′′(x) es una constante.

Por lo tanto, las derivadas de y(x) son funciones hipergeométricas.

Teorema 2.9. Dada una ecuación diferencial de tipo hipergeométrica

σ(x)y′′(x) + τ(x)y′(x) + λy(x) = 0,

si λ = λn = −nτ ′(x) − n(n − 1)
2 σ′′(x), para n ∈ N0, sus soluciones son polinomios y su expresión es

dm

dxm
yn(x) = AmnBn

ρm(x)
dn−m

dxn−m
ρn(x), (2.4)

donde An = (−1)n
n−1∏
k=0

µk, A0 = 1, Amn = Am(λ)|λ=λn
y Bn = 1

Ann

dn

dxn
yn(x).

Además, si m = 0 obtenemos una representación explícita de los polinomios para toda n ∈ N0

yn(x) = Bn

ρ(x)
dn

dxn
[σn(x)ρ(x)] . (2.5)

A la ecuación (2.5) se la denomina fórmula de Rodrigues.

Demostración. Multiplicamos las ecuaciones (2.1) y (2.3) por las funciones apropiadas ρ(x) y ρn(x) respec-
tivamente, para poder escribirlas de la forma autoadjunta

(σ(x)ρ(x)y′(x))′ + λρ(x)y(x) = 0 (2.6)

y
(σ(x)ρn(x)v′

n(x))′ + µnρn(x)vn(x) = 0. (2.7)

Aquí, ρ(x) y ρn(x) satisfacen las ecuaciones diferenciales

(σ(x)ρ(x))′ = τ(x)ρ(x) (2.8)

y
(σ(x)ρn(x))′ = τn(x)ρn(x). (2.9)

Ahora, utilizando la forma explícita de τn(x), podemos establecer la relación entre ρn(x) y ρ(x). Tenemos

(σ(x)ρn(x))′

ρn(x) = τ(x) + nσ′(x) = (σ(x)ρ(x))′

ρ(x) + nσ′(x),

de donde
ρ′

n(x)
ρn(x) = ρ′(x)

ρ(x) + nσ′(x)
σ(x) .
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Integrando ambos miembros obtenemos

ρn(x) = σn(x)ρ(x) (n ∈ N0). (2.10)

Como σ(x)ρn(x) = ρn+1(x) y v′
n(x) = vn+1(x), podemos reescribir la ecuación (2.7) de la siguiente manera

ρn(x)vn(x) = − 1
µn

(ρn+1(x)vn+1(x))′.

Por lo tanto, si m < n, obtenemos de manera sucesiva

ρm(x) = − 1
µm

(ρm+1(x)vm+1(x))′

=
(

− 1
µm

)(
− 1

µm+1

)
(ρm+2(x)vm+2(x))′′

= . . .

= Am

An
(ρn(x)vn(x))n−m

donde An = (−1)
n−1∏
k=0

µk y A0 = 1.

Si µn = 0, es decir,
λ = λn = −nτ ′(x) − n(n − 1)

2 σ′′(x),

entonces la ecuación (2.3) tiene como solución particular vn(x) = c, con c constante. Como vn(x) = yn(x),
la ecuación (2.1) tiene como solución particular y(x) = yn(x) un polinomio de grado n.

Así, si y(x) = yn(x) es un polinomio de grado n, entonces

vm(x) = y(m)
n (x)

y
vn(x) = y(n)(x) = cte,

y obtenemos la siguiente forma explícita para dichos polinomios

dm

dxm
yn(x) = AmnBn

ρm(x)
dn−m

dxn−m
ρn(x),

donde Amn = Am(λ)|λ=λn
y Bn = 1

Ann

dn

dxn
yn(x).

En particular, cuando m = 0, tenemos la siguiente representación explícita para polinomios de tipo
hipergeométrico

yn(x) = Bn

ρ(x)
dn

dxn
[σn(x)ρ(x)] .

A modo de resumen, decimos que una familia de polinomios ortogonales {pn(x)}n∈N0
es clásica si satisface:

1. Ser solución de una ecuación diferencial de tipo hipergeométrico;
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2.
{

d
dx pn(x)

}
n∈N es una familia de polinomios ortogonales;

3. Los polinomios pueden expresarse en términos de una fórmula de Rodrigues

Bn

ω(x)
dn

dxn
[σn(x)ω(x)]

donde Bn es una constante que depende de n y ω es la función de peso que hace ortogonal a la familia
de polinomios;

4. Verifican una relación de recurrencia de tres términos

xpn(x) = anpn+1(x) + bnpn(x) + an−1pn−1(x).

Las únicas familias de polinomios ortogonales clásicos son las de Hermite, Laguerre y Jacobi. En la siguiente
tabla resumimos sus características.

Nombre Peso ω(x) Fórmula de Rodrigues Intervalo

Hermite e−x2 (−1)n

ω(x)
dn

dxn
ω(x) (−∞, +∞)

Laguerre e−xxα 1
n!ω(x)

dn

dxn
[xnω(x)] [0, ∞)

Jacobi (1 − x)α(1 + x)β 1
2nn!ω(x)

dn

dxn
[(1 − x2)nω(x)] [−1, 1]

En la Sección 2.3 probaremos detalladamente las propiedades enunciadas para los polinomios de Hermite.

2.2. Polinomios ortogonales hipergeométricos

Las funciones hipergeométricas son de gran interés, no sólo porque los polinomios ortogonales se pueden
representar en términos de ellas, sino por sus múltiples aplicaciones en física y matemática. En esta sección
desarrollaremos los resultados más destacados sobre este tema. Para esto nos basamos en [1, 8, 37, 38].

2.2.1. Función hipergeométrica de Gauss

El término serie hipergeométrica fue utilizado por John Wallis en el libro "Arithmetica infinitorum",
publicado en 1655, al estudiar la serie

1 + a + a(a + 1) + a(a + 1)(a + 2) + . . .

Una generalización de esta serie fue estudiada por Leonard Euler en 1748 e introducida por Carl Friedrich
Gauss en 1812 en su tesis "Disquisitiones generales circa seriem infinitam"[34].

Definición 2.7. La función Gamma, Γ(z), puede ser definida por alguna de las siguientes expresiones:

(1) Euler: Γ(z) =
∫ ∞

0
tz−1e−tdt, si Re(z) > 0;
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(2) Gauss: Γ(z) = ĺım
n→∞

n!nz

z(z + 1) . . . (z + n) , si z ̸= 0, −1, −2, . . .;

(3) Weierstrass: Γ(z) = zezγ
∞∏

n=1

(
1 + z

n

)
e−z/n, donde γ es el número de Euler,

γ = ĺım
n→∞

(
n∑

k=1

1
k

− log(n)
)

≈ 0, 57721 . . .

Proposición 2.10. Γ(z + 1) = zΓ(z).

Demostración. Integrando la Definición (1) por partes tenemos

Γ(z + 1) =
∫ ∞

0
tze−tdt =

[
−tze−t

]∞
0 +

∫ ∞

0
ztz−1e−tdt = z

∫ ∞

0
tz−1e−tdt = zΓ(z).

Corolario 2.11. Sea n ∈ N, entonces Γ(n + 1) = n!.

Observemos que, utilizando la definición de la función Gamma de Euler, podemos definirla en todo el
plano complejo, excepto en Z−

0 como

Γ(z) =


∫ ∞

0
tz−1e−tdt si Re(z) > 0

Γ(z + 1)
z

si Re(z) < 0 ∧ z ̸= 0, −1, −2, . . .

Definición 2.8. Sea a ∈ C \ Z−
0 . Definimos el símbolo de Pochhammer como

(a)n = Γ(a + n)
Γ(a)

Además, si n ∈ N0, a ∈ C, podemos definir el símbolo de Pochhammer como

(a)n =
{

1 si n = 0
a(a + 1) . . . (a + n − 1) si n ∈ N

Notemos que (1)n = n!.

Proposición 2.12. Sean n, m ∈ N, a ∈ C \ Z−
0 , entonces

1. (a)−n = (−1)n

(1 − a)n
, a ̸= 0, ±1, ±2, . . .

2. (a)m+n = (a)m(a + m)n

3. (a)n−k = (−1)k(a)n

(1 − a − n)k
, con 0 ≤ k ≤ n
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4. (−n)k =
{

(−1)kn!
(n−k)! si 0 ≤ k ≤ n

0 si k > n

Demostración. Sean n, m ∈ N

1. Sea a ∈ C \ Z−
0 , entonces

(a)−n = Γ(a − n)
Γ(a) = Γ(a − n)

(a − 1)Γ(a − 1) = Γ(a − n)
(a − 1)(a − 2)Γ(a − 2) = . . .

= Γ(a − n)
(a − 1)(a − 2) . . . (a − n)Γ(a − n) = (−1)n

(1 − a)(2 − a) . . . (n − a)

= (−1)n

(1 − a)(1 − a + 1) . . . (1 − a + (n − 1)) = (−1)n

(1 − a)n
.

2.
(a)m(a + m)n = Γ(a + m)

Γ(a) .
Γ((a + m) + n)

Γ(a + m) = Γ(a + (m + n))
Γ(a) = (a)m+n.

3. Sea k ∈ N tal que 0 ≤ k ≤ n, por los puntos 1 y 2 tenemos

(a)n−k = (a)n+(−k) = (a)n(a + n)−k = (a)n
(−1)k

(1 − (a + n))k
= (a)n(−1)k

(1 − a − n)k
.

4. Si en el ítem 3 hacemos a = 1, tenemos que (n − k)! = (−1)kn!
(−n)k

. Por lo tanto, (−n)k = (−1)kn!
(n − k)!

siempre que 0 ≤ k ≤ n.

Si k > n, entonces k = n + m para algún m ∈ N y 1 ≤ m ≤ k − 1. Luego,

(−n)k = (−n)(−n + 1) . . . (−n + (k − m)) . . . (−n + (k − 1)) = 0.

Definición 2.9. Sean a, b ∈ C, c ∈ C \ Z−
0 . Definimos la función hipergeométrica de Gauss como

2F1(a, b, c; z) =
∞∑

n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn

n! .

Observemos que 2F1(a, b, c; z) = 2F1(b, a, c; z). Además, por el punto 4 de la proposición anterior, si a (o
b) ∈ Z−, la serie se reduce a un polinomio, es decir, si a = −m, con m ∈ N, entonces

2F1(−m, b, c; z) =
∞∑

n=0

(−m)n(b)n

(c)n

zn

n! =
m∑

n=0

(−1)nm!(b)n

(m − n)!(c)n

zn

n! .

Proposición 2.13. La función hipergeométrica de Gauss converge absolutamente si |z| < 1, diverge absolu-
tamente si |z| > 1, y si |z| = 1 converge absolutamente si Re(c − a − b) > 0 y diverge si Re(c − a − b) ≤ 0.
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Demostración. Sea z ∈ C, analizamos la convergencia absoluta por el criterio de D’alambert. Sea
dn = (a)n(b)n

(c)n

zn

n! , entonces

ĺım
n→∞

∣∣∣∣dn+1

dn

∣∣∣∣ = ĺım
n→∞

∣∣∣∣ (a)n+1(b)n+1

(c)n+1

zn+1

(n + 1)!
(c)n

(a)n(b)n

n!
zn

∣∣∣∣ = ĺım
n→∞

∣∣∣∣ (a + n)(b + n)
(c + n)(n + 1)z

∣∣∣∣ = |z|.

Por lo tanto, la serie converge absolutamente si |z| < 1 y diverge si |z| > 1.

Supongamos ahora que |z| = 1. El criterio de Raabe establece que, dada una serie de términos positivos∑
an, si existe una serie Bn acotada tal que, para n suficientemente grande, se cumple

an

an+1
= 1 + p

n
+ Bn

n2 ,

entonces la serie converge si p > 1 y diverge si p ≤ 1 [25].

Calculamos
∣∣∣∣ dn

dn+1

∣∣∣∣2 y obtenemos

∣∣∣∣ dn

dn+1

∣∣∣∣2 = |c + n|2|n + 1|2

|a + n|2|b + n|2
|z|2 = (c + n)(c̄ + n)(k + 1)2

(a + n)(ā + n)(b + n)(b̄ + n)
. (2.11)

Desarrollando los productos obtenemos el cociente de dos polinomios P (n) y Q(n):

P (n) = n4 + 2n3 (Re(c) + 1) + n2 (|c|2 + 4Re(c) + 1
)

+ 2n
(
|c|2 + Re(c)

)
+ |c|2

Q(n) = n4 + 2n3 (Re(a) + Re(b))

+ n2 (|a|2 + |b|2 + 4Re(a).Re(b)
)

+ 2n
(
Re(a)|b|2 + Re(b)|a|2

)
+ |a|2|b|2

y cuyo resto es

R(n) = 2n3 (Re(c − a − b) + 1) + n2 (|c|2 − |a|2 − |b|2 + 1 + 4Re(c) − 4Re(a)Re(b)
)

+ 2n
(
|c|2 + Re(c) − Re(a)|b|2 − Re(b)|a|2

)
+ |c|2 − |a|2|b|2.

Es decir,
∣∣∣∣ dn

dn+1

∣∣∣∣ =

√
P (n)
Q(n) =

√
1 + R(n)

Q(n) . Aproximando la raíz por el desarrollo de Taylor obtenemos

∣∣∣∣ dn

dn+1

∣∣∣∣ ≈ 1 + R(n)
2Q(n) .

Ahora analizamos el cociente R(n)
Q(n) y obtenemos

R(n)
Q(n) = 2 (Re(c) − Re(a) − Re(b)) + 1

n
+ S(n)

n2 ,

donde S(n) es el resto de R(n)
Q(n) .

Entonces ∣∣∣∣ dn

dn+1

∣∣∣∣ ≈ 1 + Re(c − a − b) + 1
n

+ S(n)
n2 .

Como |S(n)| está acotado para n suficientemente grande, por el criterio de Raabe, la serie converge si
Re(c − a − b) + 1 > 1 y diverge si Re(c − a − b) + 1 ≤ 1.
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Teorema 2.14. La función hipergeométrica 2F1(a, b, c; z) verifica la siguiente ecuación diferencial

z (1 − z) d2f

dz2 + (c − (a + b + 1) z) df

dz
− abf = 0 (2.12)

si |z| < 1.

Demostración. Sea f(z) = 2F1(a, b, c; z). Como la serie converge absolutamente si |z| < 1, entonces

df(z)
dz

= d

dz

∞∑
n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn

n! =
∞∑

n=0

d

dz

(a)n(b)n

(c)n
=

∞∑
n=1

(a)n(b)n

(c)n

zn−1

(n − 1)! ,

d2f(z)
dz2 =

∞∑
n=0

d2

dz2
(a)n(b)n

(c)n
=

∞∑
n=2

(a)n(b)n

(c)n

zn−2

(n − 2)! .

Reemplazamos las derivadas en (2.12) y tenemos

z(1 − z)
∞∑

n=2

(a)n(b)n

(c)n

zn−2

(n − 2)! + (c − (a + b + 1)z)
∞∑

n=1

(a)n(b)n

(c)n

zn−1

(n − 1)! + ab

∞∑
n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn

n!

=
∞∑

n=2

(a)n(b)n

(c)n

zn−1

(n − 2)! −
∞∑

n=2

(a)n(b)n

(c)n

zn

(n − 2)! +
∞∑

n=1

c(a)n(b)n

(c)n

zn−1

(n − 1)!

−
∞∑

n=1

(a + b + 1)(a)n(b)n

(c)n

zn

(n − 1)! −
∞∑

n=0

ab(a)n(b)n

(c)n

zn

n! .

(2.13)

Si analizamos los coeficientes asociados a las potencias de z obtenemos:

Para z0: c(a)1(b)1

(c)1
− ab(a)0(b)0

(c)0
= cab

c
− ab = 0;

para z1: (a)2(b)2

(c)2
+ (a)2(b)2c

(c)2
− (a + b + 1)(a)1(b)1

(c)1
− (ab) (a)1(b)1

(c)1
=

a(a + 1)b(b + 1)
c(c + 1) + a(a + 1)b(b + 1)

(c + 1) − a2b + ab2 + ab + a2b2

c
= 0;

para zn: (a)n+1(b)n+1

(c)n+1(n − 1)! − (a)n(b)n

(c)n(n − 2)! + (a)n+1(b)n+1c

(c)n+1n! − (a + b + 1)(a)n(b)n

(c)n(n − 1)! − ab(a)n(b)n

(c)nn! .

Si resolvemos el coeficiente n-ésimo, para n ≥ 2, obtenemos como resultado 0. Por lo tanto, 2F1(a, b, c; z)
es solución de la ecuación diferencial (2.12).

Ahora presentaremos las denominadas relaciones de contigüidad de la función hipergeométrica. El nombre
se debe a que se observa lo que sucede si uno de los parámetros de la función varia en ±1. La función
hipergeométrica puede escribirse como combinación lineal de dos de sus funciones contiguas. Usaremos la
notación F = 2F1(a, b, c; z), F (a ± 1) = 2F1(a ± 1, b, c; z), F (b ± 1) = 2F1(a, b ± 1, c; z), F (c ± 1) =
2F1(a, b, c ± 1; z).
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Proposición 2.15. Las relaciones de contigüidad de la función hipergeométrica son:

(1) [c − 2a − (b − a)z] F + a(1 − z)F (a + 1) − (c − a)F (a − 1) = 0

(2) (b − a)F + aF (a + 1) − bF (b + 1) = 0

(3) (c − a − b)F + a(1 − z)F (a + 1) − (c − b)F (b − 1) = 0

(4) c [a − (c − b)z] F − ac(1 − z)F (a + 1) − (c − a)(c − b)zF (c + 1) = 0

(5) (c − a − 1)F + aF (a + 1) − (c − 1)F (c − 1) = 0

(6) (c − a − b)F − (c − a)F (a − 1) + b(1 − z)F (b + 1) = 0

(7) (b − a)(1 − z)F − (c − a)F (a − 1) + (c − b)F (b − 1) = 0

(8) c(1 − z)F − cF (a − 1) + (c − b)zF (c + 1) = 0

(9) [a − 1 − (c − b − 1)z] F + (c − a)F (a − 1) − (c − 1)(1 − z)F (c − 1) = 0

(10) [c − 2b + (b − a)z] F + b(1 − z)F (b + 1) − (c − b)F (b − 1) = 0

(11) c [b − (c − a)z] F − bc(1 − z)F (b + 1) + (c − a)(c − b)zF (c + 1) = 0

(12) (c − b − 1)F + bF (b + 1) − (c − 1)F (c − 1) = 0

(13) c(1 − z)F − cF (b − 1) + (c − a)F (c + 1) = 0

(14) [b − 1 − (c − a − 1)z] F + (c − b)F (b − 1) − (c − 1)(1 − z)F (c − 1) = 0

(15) c [c − 1 − (2c − a − b − 1)z] F + (c − a)(c − b)zF (c + 1) − c(c − 1)(1 − z)F (c − 1) = 0

Demostración. Veremos la demostración de los ítems (1) y (3). El resto se demuestra de manera similar.

(1)

[c − 2a − (b − a)z] F + a(1 − z)F (a + 1) − (c − a)F (a − 1) =

[c − 2a − (b − a)z]
∞∑

n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn

n! + a(1 − z)
∞∑

n=0

(a + 1)n(b)n

(c)n

zn

n! − (c − a)
∞∑

n=0

(a − 1)n(b)n

(c)n

zn

n! .

Por las propiedades del símbolo de Pochhammer, tenemos las siguientes relaciones

(a − 1)n = (a)n(a − 1)
(a + n − 1)

(a + 1)n = (a)n(a + n)
a

Reemplazamos en la ecuación anterior

(c − 2a)
∞∑

n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn

n! − (b − a)
∞∑

n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn+1

n! +
∞∑

n=0

(a + n)(a)n(b)n

(c)n

zn

n!

−
∞∑

n=0

(a + n)(a)n(b)n

(c)n

zn+1

n! − (c − a)
∞∑

n=0

(a − 1)(a)n(b)n

(a + n − 1)(c)n

zn

n! =

∞∑
n=0

n(c + n − 1)
(a + n − 1)

(a)n(b)n

(c)nn! zn −
∞∑

n=0
n + b

(a)n(b)n

(c)nn! zn+1.
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Evaluamos los coeficientes de zn. Para z0 claramente el coeficiente es 0. Para zn con n > 0:

n(c + n − 1)(a)n(b)n

(a + n − 1)(c)nn! − (n − 1 + b)(a)n−1(b)n−1

(c)n−1(n − 1)! = (a)n(b)n

(c)nn!

[
n(c + n − 1)
(a + n − 1) − n(c + n − 1)

(a + n − 1)

]
= 0

Por lo tanto, [c − 2a − (b − a)z] F + a(1 − z)F (a + 1) − (c − a)F (a − 1) = 0.

(3)

(c − a − b)F + a(1 − z)F (a + 1) − (c − b)F (b − 1) =

(c − a − b)
∞∑

n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn

n! + a(1 − z)
∞∑

n=0

(a + 1)n(b)n

(c)n

zn

n! − (c − b)
∞∑

n=0

(a)n(b − 1)n

(c)n

zn

n!

Por las propiedades del símbolo de Pochhammer enunciadas antes tenemos

(c − a − b)
∞∑

n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn

n! + (1 − z)
∞∑

n=0

(a + n)(a)n(b)n

(c)n

zn

n! − (c − b)
∞∑

n=0

(a)n(b)n(b − 1)
(b + n − 1)(c)n

zn

n! =

∞∑
n=0

n(c + n − 1)
(b + n − 1)

(a)n(b)n

(c)nn! zn −
∞∑

n=0
(a + n) (a)n(b)n

(c)nn! zn+1.

Evaluamos los coeficientes de zn. Para z0 claramente el coeficiente es 0. Para zn con n > 0:

n(c + n − 1)
(b + n − 1)

(a)n(b)n

(c)nn! − (a + n − 1) (a)n−1(b)n−1

(c)n−1(n − 1)! = (a)n(b)n

(c)nn!

[
n(c + n − 1)
(b + n − 1) − n(c + n − 1)

(b + n − 1)

]
= 0.

Por lo tanto, (c − a − b)F + a(1 − z)F (a + 1) − (c − b)F (b − 1) = 0.

Proposición 2.16. La función hipergeométrica tiene la siguiente relación con sus derivadas

dm

dzm 2F1(a, b, c; z) = (a)m(b)m

(c)m
2F1(a + m, b + m, c + m; z).

Demostración. Como la serie de potencias
∞∑

n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn

n! converge absolutamente para |z| < 1, entonces

es C∞ en |z| < 1, y la derivada m-ésima se puede expresar como

dm

dzm 2F1(a, b, c; z) =
∞∑

n=0

dm

dzm

[
(a)n(b)n

(c)n

zn

n!

]
.

Probaremos por inducción sobre m:
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d

dz
2F1(a, b, c; z) =

∞∑
n=1

(a)n(b)n

(c)n

zn−1

(n − 1)!

=
∞∑

k=0

(a)k+1(b)k+1

(c)k+1

zk

k!

= a.b

c

∞∑
k=0

(a + 1) . . . (a + k).(b + 1) . . . (b + k)
(c + 1) . . . (c + k)

zk

k!

= a.b

c

∞∑
k=0

(a + 1)k(b + 1)k

(c + 1)k

zk

k!

= (a)1(b)1

(c)1
2F1(a + 1, b + 1, c + 1; z).

Supongamos que dm−1

dzm−1 2F1(a, b, c; z) = (a)m−1(b)m−1

(c)m−1
2F1(a + m − 1, b + m − 1, c + m − 1; z). Entonces,

dm

dzm 2F1(a, b, c; z) = d

dz

[
dm−1

dzm−1 2F1(a, b, c; z)
]

= d

dz

[
(a)m−1(b)m−1

(c)m−1

∞∑
n=0

(a + m − 1)n(b + m − 1)n

(c + m − 1)n

zn

n!

]

= (a)m−1(b)m−1

(c)m−1

∞∑
n=1

(a + m − 1)n(b + m − 1)n

(c + m − 1)n

zn−1

(n − 1)!

= (a)m−1(b)m−1

(c)m−1

∞∑
k=0

(a + m − 1)k+1(b + m − 1)k+1

(c + m − 1)k+1

zk

k!

= (a)m−1(b)m−1

(c)m−1

(a + m − 1)(b + m − 1)
(c + m − 1)

∞∑
k=0

(a + m)k(b + m)k

(c + m)k

zk

k!

= (a)m(b)m

(c)m
2F1(a + m, b + m, c + m; z).

Proposición 2.17. Si Re(c) > Re(b) > 0 y |arg(1 − z)| < π, entonces

2F1(a, b, c; z) = Γ(c)
Γ(b)Γ(c − b)

∫ 1

0
tb−1(1 − t)c−b−1(1 − tz)−adt.

Llamaremos a esta integral representación integral de Euler para la función hipergeométrica. Observemos
que, de la igualdad 2F1(a, b, c; z) = 2F1(b, a, c; z), si Re(c) > Re(a) > 0 y |arg(1 − z)| < π, entonces

2F1(a, b, c; z) = Γ(c)
Γ(a)Γ(c − a)

∫ 1

0
ta−1(1 − t)c−a−1(1 − tz)−bdt.

Demostración. Dado que la función (1 + z)a tiene el desarrollo en serie de potencias
∞∑

n=0

(
a

n

)
zn, siempre

que |z| < 1, donde (
a

n

)
= a(a − 1) . . . (a − n + 1)

n! = (−1)n(−a)n

n! , (2.14)
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entonces, si |tz| < 1,

(1 − tz)−a =
∞∑

n=0

(
−a

n

)
(−tz)n =

∞∑
n=0

(a)n

n! tnzn.

Por lo tanto, ∫ 1

0
tb−1(1 − t)c−b−1(1 − tz)−adt =

∫ 1

0
tb−1(1 − t)c−b−1

( ∞∑
n=0

(a)n

n! tnzn

)
dt

=
∞∑

n=0

(a)n

n! zn

(∫ 1

0
tn+b−1(1 − t)c−b−1dt

)

=
∞∑

n=0

(a)n

n! znB(n + b, c − b)

=
∞∑

n=0

(a)n

n!
Γ(n + b)Γ(c − b)

Γ(n + c) zn.

Donde B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x + y) =

∫ 1

0
tx−1(1 − t)y−1dt es la función beta.

Así,

Γ(c)
Γ(b)Γ(c − b)

∫ 1

0
tb−1(1 − t)c−b−1(1 − tz)−adt = Γ(c)

Γ(b)Γ(c − b)

∞∑
n=0

(a)n

n!
Γ(n + b)Γ(c − b)

Γ(n + c) zn

=
∞∑

n=0

(a)n

n!
Γ(n + b)

Γ(b)
Γ(c)

Γ(n + c)zn

=
∞∑

n=0

(a)n(b)n

(c)nn! zn

= 2F1(a, b, c; z).

Corolario 2.18. (Teorema de sumación de Gauss) Si Re(c − a − b) > 0, entonces

2F1(a, b, c; 1) = Γ(c)Γ(c − a − b)
Γ(c − a)Γ(c − b)

Definición 2.10. La ecuación diferencial de segundo orden

z(1 − z)d2w(z)
dz2 + [c − (a + b + 1)z] dw(z)

dz
− abw(z) = 0 (2.15)

con a, b, c ∈ C, es llamada ecuación diferencial hipergeométrica de Euler. Equivalentemente, la pode-
mos escribir como

{δ (δ + c − 1) − z(δ + a)(δ + b)} w = 0. (2.16)

con δ = z

(
d

dz

)
.

Proposición 2.19. La ecuación diferencial hipergeométrica tiene tres singularidades regulares en 0, 1 e ∞.
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Demostración. Consideremos las funciones P (z) = z(1 − z), Q(z) = c − (a + b + 1)z y R(z) = −ab. Dado
que la función P (z) se anula en 0 y 1, veamos si son puntos singulares regulares.

ĺım
z→0

z
Q(z)
P (z) = ĺım

z→0

z [c − (a + b + 1)z]
z(1 − z) = ĺım

z→0

c − (a + b + 1)z
1 − z

= c,

ĺım
z→0

z2 R(z)
P (z) = ĺım

z→0

z2(−ab)
z(1 − z) = ĺım

z→0

−zab

1 − z
= 0.

Por otro lado,

ĺım
z→1

(z − 1)Q(z)
P (z) = ĺım

z→1

(z − 1) [c − (a + b + 1)z]
z(1 − z) = ĺım

z→1
−c − (a + b + 1)z

z
= a + b + 1 − c,

ĺım
z→1

(z − 1)2 R(z)
P (z) = ĺım

z→1

(z − 1)2(−ab)
z(1 − z) = ĺım

z→1

−(z − 1)ab

−z
= 0.

Así, 0 y 1 son puntos singulares regulares. Analicemos ahora cuando z → ∞, para ello realizamos el cambio
de variable z = 1

ζ
y analizamos el límite ζ → 0. La ecuación diferencial hipergeométrica nos queda

ζ2(ζ − 1)d2w

dζ2 +
[
2ζ(ζ − 1) − ζ2c + (a + b + 1)ζ

] dw

dζ
− abw = 0.

Así, considerando las funciones P̃ (ζ) = ζ2(ζ − 1), Q̃(ζ) = 2ζ(ζ − 1) − ζ2c + (a + b + 1)ζ y R̃(ζ) = −ab,
veamos si ζ es regular.

ĺım
ζ→0

ζ
Q̃(ζ)
P̃ (ζ)

= ĺım
ζ→0

2(ζ − 1) − ζc + (a + b + 1)
(ζ − 1) = 1 − a − b,

ĺım
ζ→0

ζ2 R̃(ζ)
P̃ (ζ)

= ĺım
ζ→0

−ab

(ζ − 1) = ab.

Por lo tanto, ζ = 0 es un punto singular regular.

2.2.2. Función hipergeométrica confluente

Un caso especial de la función hipergeométrica de Gauss se da cuando calculamos el límite ĺım
b→∞

2F1

(
a, b, c; z

b

)
.

En este caso lo que sucede es la confluencia de dos de las singularidades de la función hipergeométrica, ob-
teniendo así un punto singular regular y otro irregular.

Definición 2.11. Sean a ∈ C y c ∈ C \ Z−
0 , definimos la función hipergeométrica confluente como

1F1(a, c; z) =
∞∑

n=0

(a)n

(c)n

zn

n! .

Veamos cómo se llega a la función 1F1 a partir de 2F1. Evaluamos la función en z = w

b
,

2F1

(
a, b, c; w

b

)
=

∞∑
n=0

(a)n(b)n

(c)n

wn

n!bn
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y analizamos los primeros coeficientes

(a)0(b)0

(c)0b0 = 1

(a)1(b)1

(c)1b
= a

c

(a)2(b)2

(c)2b2 = (a)2

(c)2

b(b + 1)
b2 = (a)2

(c)2

(
1 + 1

b

)
(a)3(b)3

(c)3b3 = (a)3

(c)3

(
1 + 1

b

)(
1 + 2

b

)
.

Generalizando,
(a)n(b)n

(c)nbn
= (a)n

(c)n

(
1 + 1

b

)(
1 + 2

b

)
. . .

(
1 + n − 1

b

)
.

Si hacemos tender b al infinito, obtenemos

ĺım
b→∞

2F1

(
a, b, c; w

b

)
= ĺım

b→∞

∞∑
n=0

(a)nwn

(c)nn!

(
1 + 1

b

)
. . .

(
1 + n − 1

b

)
=

∞∑
n=0

(a)nwn

(c)nn! = 1F1(a, c; w).

Como la función 2F1
(
a, b, c; w

b

)
tienen singularidades en w = 0, w = b y w = ∞, al hacer tender b al

infinito, las singularidades confluyen y 1F1(a, c; w) tendrá singularidades en w = 0 y w = ∞.

Proposición 2.20. La función hipergeométrica confluente converge absolutamente en todo el plano complejo.

Demostración. Analizamos por el criterio de la razón. Sea dn = (a)n

(c)n

zn

n! , entonces

ĺım
n→∞

∣∣∣∣dn+1

dn

∣∣∣∣ = ĺım
n→∞

∣∣∣∣ (a)n+1(c)n

(a)n(c)n+1

zn+1(n + 1)!
znn!

∣∣∣∣ = ĺım
n→∞

∣∣∣∣ (a + n)z
(c + n)(n + 1)

∣∣∣∣ = 0

Por lo tanto, la función converge para todo z ∈ C.

Proposición 2.21. La función hipergeométrica confluente 1F1 verifica la siguiente ecuación diferencial

z
d2f

dz2 + (c − z) df

dz
− af = 0. (2.17)

A esta ecuación la llamamos ecuación diferencial hipergeométrica confluente.

Demostración. Partiendo de la ecuación diferencial hipergeométrica dada en la Definición 2.10, si reempla-
zamos z = w

b entonces obtenemos

w

b

(
1 − w

b

)
b2 d2f

dw2 +
[
c − (a + b + 1)w

b

]
b

df

dw
− abf = 0.

Sacamos factor común b,

w
(

1 − w

b

) d2f

dw2 +
[
c −

(
a

b
+ 1 + 1

b

)
w

]
df

dw
− af = 0.

Haciendo tender b al infinito, nos queda la ecuación (2.17).
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Proposición 2.22. La función hipergeométrica confluente tiene la siguiente relación con sus derivadas

dm

dxm 1F1(a, c; z) = (a)m

(c)m
1F1(a + m, c + m; z).

Demostración. Como la serie de potencias
∞∑

n=0

(a)n

(c)n

zn

n! es analítica en todo el plano complejo, entonces es

C∞ y
dm

dzm 1F1(a, c; z) =
∞∑

n=0

dm

dzm

[
(a)n

(c)n

zn

n!

]
.

Probaremos por inducción sobre m:

d

dz
1F1(a, c; z) =

∞∑
n=0

dm

dzm

[
(a)n

(c)n

zn

n!

]

=
∞∑

n=1

(a)n

(c)n

zn−1

(n − 1)!

=
∞∑

k=0

(a)k+1

(c)k+1

zk

k!

= a

c

∞∑
k=0

(a + 1)k

(c + 1)k

zk

k!

= (a)1

(c)1
1F1(a + 1, c + 1; z).

Supongamos que dm−1

dzm−1 1F1(a, c; z) = (a)m−1

(c)m−1
1F1(a + m − 1, c + m − 1; z). Entonces

dm

dzm 1F1(a, c; z) = d

dz

[
dm−1

dzm−1 1F1(a, c; z)
]

= d

dz

[
(a)m−1

(c)m−1

∞∑
n=0

(a + m − 1)n

(c + m − 1)n

zn

n!

]

= (a)m−1

(c)m−1

∞∑
n=1

(a + m − 1)n

(c + m − 1)n

zn−1

(n − 1)!

= (a)m−1

(c)m−1

(a + m − 1)
(c + m − 1)

∞∑
k=0

(a + m)k

(c + m)k

zk

k!

= (a)m

(c)m
1F1(a + m, c + m; z).

Proposición 2.23. Las relaciones de contigüidad de la función hipergeométrica confluente son:

(1) (c − a)F (a − 1) + (2a − c + z)F − aF (a + 1) = 0

(2) c(c − 1)F (c − 1) − c(c − 1 + z)F + (c − a)zF (c + 1) = 0

(3) (a − c + 1)F − aF (a + 1) + (c − 1)F (c − 1) = 0

(4) cF − cF (a − 1) − zF (c + 1) = 0
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(5) c(a + z)F − (c − a)zF (c + 1) − acF (a + 1) = 0

(6) (a − 1 + z)F + (c − a)F (a − 1) − (c − 1)F (c − 1) = 0,

donde F = 1F1(a, c; z), F (a ± 1) = 1F1(a ± 1, c; z) y F (c ± 1) = 1F1(a, c ± 1; z).

Proposición 2.24. Si Re(c) > Re(a) > 0 y |arg(1 − z)| < π, entonces la representación integral de Euler
de la función hipergeométrica confluente es

1F1(a, c; z) = Γ(c)
Γ(a)Γ(c − a)

∫ 1

0
ta−1(1 − t)c−a−1eztdt.

Demostración. Por lo visto en la Proposición 2.17 y evaluando en z

b
,

2F1

(
a, b, c; z

b

)
= Γ(c)

Γ(a)Γ(c − a)

∫ 1

0
ta−1(1 − t)c−a−1

(
1 − t

z

b

)−b

dt,

Por otro lado, ĺım
b→∞

(
1 − t

z

b

)−b

= ezt. Como el integrando es medible y está acotado, entonces

1F1(a, c; z) = Γ(c)
Γ(a)Γ(c − a)

∫ 1

0
ta−1(1 − t)c−a−1eztdt.

2.2.3. Problema de Bochner

En 1929, Salomon Bochner [2] clasificó las familias de polinomios {pn(x)}n∈N0
que son solución de una

ecuación diferencial de segundo orden

r2(x)p′′
n(x) + r1(x)p′

n(x) + r0(x)pn(x) + λpn(x) = 0, (2.18)

donde ri(x) son funciones polinómicas, i = 0, 1, 2, y λ es una constante. El resultado obtenido es que sólo
las familias de Hermite, Laguerre, Jacobi y Bessel tienen esta propiedad.

A continuación desarrollaremos la idea en la que se basa la resolución del problema de Bochner. El
desarrollo completo puede verse en [2].

Proposición 2.25. Supongamos que existe una familia de polinomios {pn}n∈N0
solución de la ecuación

(2.18) y tales que el grado de pk(x) es k. Entonces, el grado de ri(x) es a lo sumo i, con i = 0, 1, 2.

Demostración. Partimos de la ecuación diferencial de segundo orden (2.18), donde r0(x), r1(x), r2(x) ∈ C[x],
x ∈ (a, b) con −∞ ≤ a < b ≤ +∞, y λ ∈ C.

Supongamos que existen λn complejos, con n ∈ N0, y {pn(x)}n∈N0
, donde pn(x) es un polinomio de grado

n y que está definido en (a, b), tales que

r2(x)p′′
n(x) + r1(x)p′

n(x) + r0(x)pn(x) + λnpn(x) = 0 ∀n ∈ N0. (2.19)
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Si en la ecuación (2.19) hacemos n = 0, como p0(x) = c con c contante, tenemos

r0(x)p0(x) + λ0p0(x) = 0. (2.20)

Basta tomar r0(x) = −λ0. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que r0(x) = 0. Entonces reempla-
zando en (2.18) tenemos

r2(x)y′′ + r1(x)y′ + λy = 0 (2.21)

Ahora, si n = 1, como p1(x) = ax + b con a ̸= 0, si reemplazamos en (2.21) tenemos

r1(x)p′
1(x) + λ1p1(x) = 0

r1(x)a + λ1(ax + b) = 0,
(2.22)

Entonces r1(x) = −1
a

λ1(ax + b). Por lo tanto, r1(x) es un polinomio de grado 1, y lo escribimos como
r1(x) = δ + ϵx.

Ahora tomamos n = 2. Entonces p2(x) = cx2 + dx + e con c ̸= 0. Si reemplazamos en (2.21), obtenemos

r2(x)p′′
2(x) + r1(x)p′

2(x) + λ2p2(x) = 0

r2(x)2c + r1(x)(2cx + d) + λ2(cx2 + dx + e) = 0.
(2.23)

Por lo tanto, r2(x) = − 1
2c

[
p1(x)(2cx + d) + λ2(cx2 + dx + e)

]
, es decir, r2(x) es un polinomio de grado 2 y

lo escribimos como r2(x) = α + βx + γx2.

Reescribimos la ecuación (2.18) como

(α + βx + γx2)y′′ + (δ + ϵx)y′ + λy = 0 (2.24)

A continuación, procedemos analizando el polinomio α+βx+γx2, considerando las diferentes posibilidades
sobre el grado de este polinomio, es decir, que sea de grado 0, 1 o 2. Obtenemos, salvo transformación lineal,
los siguientes 5 casos.

1. (δ + ϵx)y′ + λy = 0,
2. y′′ + (δ + ϵx)y′ + λy = 0,
3. xy′′ + (δ + ϵx)y′ + λy = 0,
4. x2y′′ + (δ + ϵx)y′ + λy = 0,
5. x(1 − x)y′′ + (δ + ϵx)y′ + λy = 0.

En el primer caso, si hacemos el reemplazo δ = 0, ϵ = 1, obtenemos que la familia de polinomios {xn}n∈N0

es solución de la ecuación diferencial para λn = −n.

Los casos 2 a 5 tienen como solución los polinomios antes mencionados. En la siguiente tabla resumimos
los valores de r1,2(x) y λn para cada familia de polinomios.
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r2(x) r1(x) λn Nombre
1 −2x −2n Hermite Hn(x)
x 1 + α − x −n Laguerre Lα

n(x)
x2 ax n(n + a − 1) Bessel

1 − x2 β − α − x(2 + α + β) n(n + α + β + 1) Jacobi P α
n (x)

2.3. Polinomios de Hermite

La familia de polinomios de Hermite es una familia de polinomios ortogonales clásica que encuentra su
origen en el problema físico del oscilador armónico cuántico. También es utilizada en probabilidad, en la
serie de Edgeworth. Los polinomios de Hermite aparecieron por primera vez en 1810 en el libro "Tratado
de mecánica celeste", de Laplace. Luego fueron estudiados por Chebyshev pero pasaron desapercibidos.
Finalmente, fue Charles Hermite quien los nombró y estudió en detalle en 1864 en su libro "Sur un nouveau
développement en série de fonctions" (Sobre un nuevo desarrollo de funciones en serie).

A continuación desarrollaremos las propiedades que satisfacen las familias de polinomios ortogonales clá-
sicos demostradas en la Sección 2.1.1 para los polinomios de Hermite, partiendo de la ecuación diferencial
de tipo hipergeométrica que los caracteriza.

Cabe resaltar que existen dos representaciones de los polinomios de Hermite, según diferentes autores.
Una de ellas es la forma física (Hn(x) = (−1)nex2 d

dx e−x2) utilizada, como ya mencionamos, en el estudio del
oscilador armónico cuántico, y es la que utilizaremos en este trabajo. La segunda es la forma probabilística
(Hen(x) = (−1)nex2/2 d

dx e−x2/2). Ambas expresiones están relacionadas de la siguiente forma:

Hn(x) = 2 n
2 Hen(

√
2x).

Por lo tanto, las propiedades que desarrollamos a continuación se cumplen en ambas definiciones, con sus
respectivos cambios.

Definición 2.12. Una familia de polinomios ortogonales {Hn(x)}n∈N0
es de Hermite si satisface la ecua-

ción diferencial hipergeométrica
y′′(x) − 2xy′(x) + 2ny(x) = 0, (2.25)

con x ∈ R.

Proposición 2.26. La fórmula de Rodrigues para los polinomios de Hermite {Hn(x)}n∈N0
es

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn

(
e−x2

)
. (2.26)

Demostración. Por definición, los polinomios de Hermite, Hn(x) con n ∈ N0, son funciones de tipo hiper-
geométricas donde σ(x) = 1, τ(x) = −2x y λn = 2n en la ecuación diferencial hipergeométrica (2.1). Por la
Proposición 2.8, su derivada n-ésima también lo es y satisface la ecuación diferencial

σ(x)v′′
n + τn(x)v′

n + µnvn = 0,

donde τn(x) = −2x y µn = 0 para n ∈ N0.
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Por lo tanto, los polinomios de Hermite pueden escribirse según la fórmula de Rodrigues como

Hn(x) = Bn

ρ(x)
dn

dxn
[σn(x)ρ(x)] ,

donde ρ(x) cumple las siguientes ecuaciones diferenciales

(σ(x)ρn(x))′ = τn(x)ρn(x)

(ρn(x))′ = −2xρn(x).

Resolviendo la ecuación diferencial, tenemos que ρn(x) = e−x2 para todo n ∈ N0.

Tomando Bn = (−1)n, obtenemos que la fórmula de Rodrigues para los polinomios de Hermite está dada
por

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn

(
e−x2

)
. (2.27)

Observación 2.3. El término Bn = (−1)n está dado por motivos de estandarización relacionados al osci-
lador armónico cuántico.

De la fórmula de Rodrigues para los polinomios de Hermite, se deduce que Hn(x) es un polinomio de
grado n. Los primeros polinomios son:

H0(x) = 1

H1(x) = 2x

H2(x) = 4x2 − 2

H3(x) = 8x3 − 12x

H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12

H5(x) = 32x2 − 160x3 + 120x

Proposición 2.27. La familia de polinomios de Hermite, {Hn(x)}n∈N0
, verifica la siguiente relación con

su derivada, para todo n ∈ N0
d

dx
Hn(x) = 2nHn−1(x).

Demostración. En el Teorema 2.9 vimos que dm

dxm
Hn(x) = (−1)nAmnex2 dn−m

dxn−m
e−x2

. Si reemplazamos
m = 1, obtenemos

d

dx
Hn(x) = (−1)nA1n ex2 dn−1

dxn−1 e−x2
= (−A1n)(−1)n−1ex2 dn−1

dxn−1 e−x2
= (−A1n)Hn−1(x),

donde A1n = A1(λ)|λn
= −λn = −2n.

Por lo tanto, d

dx
Hn(x) = 2nHn−1(x).
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Proposición 2.28. La familia de polinomios de Hermite, {Hn(x)}n∈N0
, satisface la siguiente relación de

recurrencia, para todo n ∈ N0

Hn+1(x) = 2xHn(x) − 2nHn−1(x).

Demostración. Por la fórmula de Rodrigues para Hn+1(x) tenemos

Hn+1(x) = (−1)n+1ex2 dn+1

dxn+1

(
e−x2

)
= (−1)n+1ex2 dn

dxn

(
−2xe−x2

)
y por la regla de Leibniz para la derivada n-ésima del producto, tenemos

Hn+1(x) = (−1)n+1ex2

(
n∑

k=0

(
n

k

)
(−2x)(k)

(
e−x2

)(n−k)
)

.

Notemos que, para todo k ≥ 2, (−2x)(k) = 0, entonces

Hn+1(x) = (−1)n+1ex2
(

−2x
(

e−x2
)(n)

− 2n
(

e−x2
)(n−1)

)
= (−1)n+1(−2x)ex2

(
e−x2

)(n)
+ (−1)n+1(−2n)ex2

(
e−x2

)(n−1)

= 2x

(
(−1)nex2

(
e−x2

)(n)
)

− 2n

(
(−1)n−1ex2

(
e−x2

)(n−1)
)

= 2xHn(x) − 2nHn−1(x).

Proposición 2.29. La función generatriz de los polinomios de Hermite es

e2xt−x2
=

∞∑
n=0

Hn(t)xn

n! .

Demostración. Consideremos la función G(x, t) = et2
e−(t−x)2 = e2tx−x2 . Si escribimos esta función en su

desarrollo en serie de Taylor, obtenemos

G(x, t) =
∞∑

n=0

∂nG(x, t)
∂xn

∣∣∣∣
x=0

xn

n! .

Además, dado que ∂

∂x
= − ∂

∂(t − x) , tenemos

∂nG(x, t)
∂xn

∣∣∣∣
x=0

= (−1)n ∂nG(x, t)
∂(t − x)n

∣∣∣∣
x=0

= (−1)net2 ∂n

∂(t − x)n
e−(t−x)2

∣∣∣∣
x=0

= (−1)net2 dn

dtn
e−t2

= Hn(t).

Así, G(x, t) =
∞∑

n=0
Hn(t)xn

n! . La función generatriz de los polinomios de Hermite es G(x, t) = e2xt−x2 .
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Veamos algunas propiedades básicas que se obtienen a partir de la función generatriz. En primer lugar,
observemos que, si desarrollamos e2xt−x2 en serie de potencias de x, obtenemos

G(x, t) = e2xt−x2
= e2xtex2

=
∞∑

r=0

(2xt)r

r!

∞∑
k=0

(−x2)k

k! =
∞∑

r,k=0
(−1)k (2t)r

r!k! xr+2k.

Si hacemos n = 2k + r, entonces r = n − 2r, por lo que k ≤
[

n
2
]

y nos queda

∞∑
n=0

[ n
2 ]∑

k=0
(−1)k (2t)n−2k

(n − 2k)!k!x
n =

∞∑
n=0

Hn(t)xn

n! .

De aquí se deduce la forma explícita de los polinomios de Hermite,

Hn(t) =
[ n

2 ]∑
k=0

(−1)k (2t)n−2kn!
(n − 2k)!k! .

De esta expresión podemos deducir que Hn(x) es par si n es par, e impar si n es impar. Además,
H2n+1(0) = 0 y H2n(0) = (−1)n2n!

n! .

Es sabido de la teoría clásica que en la fórmula de Rodrigues encontramos la función de peso respecto a
la cual son ortogonales las familias de polinomios, y está dada por la función ρ(x). Verificaremos, entonces,
que la familia de polinomios de Hermite es ortogonal respecto a e−x2 .

Proposición 2.30. La familia de polinomios de Hermite {Hn(x)}n∈N0
es ortogonal respecto a la función

de peso ω(x) = e−x2 para todo x ∈ R.

Demostración. Para verificar que {Hn(x)}n∈N0
es ortogonal respecto al peso ω(x) = e−x2 , consideremos el

producto interno ∫ +∞

−∞
Hn(x)Hm(x)e−x2

dx.

Observemos que, para todo k ∈ N0, se cumple

ĺım
N→∞

ĺım
M→∞

e−x2
xk
∣∣∣N
−M

= ĺım
N→∞

e−N2
Nk − ĺım

M→∞
e−M2

(−M)k = 0 − 0 = 0.

Sea n ̸= m, las funciones Hn(x) y Hm(x) verifican las siguientes ecuaciones diferenciales(
e−x2

H ′
n(x)

)′
+ 2ne−x2

Hn(x) = 0, (2.28)(
e−x2

H ′
m(x)

)′
+ 2me−x2

Hm(x) = 0. (2.29)

Si multiplicamos la ecuación (2.28) por Hm(x) y la ecuación (2.29) por Hn(x), y luego restamos ambas
ecuaciones, obtenemos

Hm(x)
(

e−x2
H ′

n(x)
)′

− Hn(x)
(

e−x2
H ′

m(x)
)′

+ Hn(x)Hm(x)e−x2
(2n − 2m) = 0

por lo tanto,

Hn(x)Hm(x)e−x2
= −

Hm(x)
(

e−x2
H ′

n(x)
)′

− Hn(x)
(

e−x2
H ′

m(x)
)′

2n − 2m
.
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Además, observemos que

Hm(x)
(

e−x2
H ′

n(x)
)′

− Hn(x)
(

e−x2
H ′

m(x)
)′

=
(

e−x2
(Hm(x)H ′

n(x) − Hn(x)H ′
m(x))

)′

por lo tanto,∫ +∞

−∞
Hn(x)Hm(x)e−x2

dx =
∫ +∞

−∞

d

dx

(
e−x2(Hm(x)H ′

n(x) − Hn(x)H ′
m(x))

2m − 2n

)
dx

= ĺım
N→∞

ĺım
M→∞

e−x2(Hm(x)H ′
n(x) − Hn(x)H ′

m(x))
2m − 2n

∣∣∣∣∣
N

−M

= 0

donde la última igualdad se cumple por la observación inicial, ya que Hm(x)H ′
n(x) − Hn(x)H ′

m(x) es un
polinomio.

Si n = m, por la fórmula de Rodrigues, tenemos que∫ +∞

−∞
Hn(x)2e−x2

dx =
∫ +∞

−∞
Hn(x)

(
(−1)nex2 dn

dxn
e−x2

)
e−x2

dx = (−1)n

∫ +∞

−∞
Hn(x) dn

dxn
e−x2

dx.

Si integramos por partes, tomando
u = Hn(x)

dv = dn

dxn
e−x2

dx

y teniendo en cuenta que d

dx
Hn(x) = 2nHn−1(x), tenemos

(−1)n ĺım
N→∞

ĺım
M→∞

Hn(x)Hn−1(x)e−x2
∣∣∣N
−M

−(−1)n

∫ +∞

−∞
2nHn−1(x) dn−1

dxn−1 e−x2
dx

= 2n

∫ +∞

−∞
Hn−1(x)2e−x2

dx.

Por lo tanto,
∫ +∞

−∞
Hn(x)2e−x2

dx = 2n

∫ +∞

−∞
Hn−1(x)2e−x2

dx. Si reiteramos el proceso n veces obtenemos

∫ +∞

−∞
Hn(x)2e−x2

dx = 2nn!
∫ +∞

−∞
e−x2

dx = 2nn!
√

π.
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Capítulo 3

Polinomios ortogonales matriciales

3.1. Definiciones y teoría general de polinomios ortogonales ma-
triciales

Los polinomios ortogonales matriciales fueron introducidos por M. Krein en 1949 [31], en los siguientes
años se comenzó a estudiar si estos polinomios verificaban las mismas propiedades que los polinomios escala-
res. En 1997, A. Durán planteó un trabajo similar al de Bochner para el caso matricial [16], buscando pesos
matriciales tales que las familias de polinomios ortogonales asociadas sean autofunciones de un operador
diferencial matricial de segundo orden. Desde entonces se busca replicar la clasificación de Bochner y carac-
terizar a todas las familias de polinomios ortogonales matriciales. Cantero, Moral y Velázquez [7] estudiaron
cuándo las derivadas de una familia de polinomios ortogonales matriciales también es ortogonal respecto a
una función de peso. Durán, Grünbaum y colaboradores estudiaron las fórmulas de Rodrigues de diferentes
familias de polinomios matriciales [18, 22], y que sean autofunciones de un operador diferencial matricial de
segundo orden [20, 21, 23, 19].

En esta sección ampliamos los conceptos vistos anteriormente al caso matricial. Los resultados que desa-
rrollaremos se basan en [6, 16, 20].

Definición 3.1. Denotamos CN×N [x] al espacio vectorial complejo de todos los polinomios de variable real
que tienen como coeficientes matrices cuadradas de orden N , es decir,

CN×N [x] =
{

P (x) = A0 + A1x + . . . + Am−1xm−1 + Amxm : m ∈ N0, Ai ∈ CN×N , i ∈ {1, ..., m}
}

Si la matriz Am es no nula decimos que el grado de P (x) es m, lo notamos como gr(P ) = m. Diremos que
el polinomio es mónico si Am = IN . En adelante notamos como θ a la matriz nula e I a la matriz identidad,
cuyo orden debe interpretarse según el contexto.

Recordemos algunas definiciones de álgebra lineal que serán de utilidad más adelante.

i) Una matriz A ∈ CN×N se denomina hermítica si A = A∗, donde A∗ es la matriz transpuesta
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conjugada, a la que denominamos matriz adjunta de A.

ii) Una matriz A ∈ CN×N se dice definida positiva si es hermítica y sus autovalores son reales positivos.

iii) Dado un polinomio P (x) = A0 + A1x + . . . + Amxm ∈ CN×N [x], notaremos P ∗(x) al polinomio

P ∗(x) = A∗
0 + A∗

1x + . . . + A∗
mxm

si x ∈ R, y
P ∗(x) = A∗

0 + A∗
1x + . . . + A∗

mxm

si x ∈ C.

Observación 3.1. El conjunto de polinomios matriciales CN×N [x] es un módulo a derecha e izquierda sobre
el anillo CN×N .

Definición 3.2. Una función W : R → CN×N se dice de peso matricial si cumple las siguientes condi-
ciones

1. W (x) es integrable y definida positiva en casi todo punto;

2. la matriz W (x) es no degenerada, es decir, para toda matriz polinomial P ̸≡ θ∫
R

P (x)∗W (x)P (x)dx ̸≡ θ;

3. los momentos µn =
∫
R

xnW (x)dx existen y son finitos para todo n ≥ 0.

Definición 3.3. Una función ⟨., .⟩W : CN×N [x] ×CN×N [x] → CN×N [x] se dice producto interno matricial
respecto del peso matricial W si para todos P (x), Q(x), R(x) ∈ CN×N [x], A, B ∈ CN×N verifica:

1. ⟨P (x), P (x)⟩W es definida positiva y ⟨P (x), P (x)⟩W ≡ θ si y sólo si P (x) ≡ θ;

2. ⟨P (x), Q(x)⟩W = ⟨Q(x), P (x)⟩∗
W ;

3. ⟨P (x)A, Q(x)B⟩W = A∗ ⟨P (x), Q(x)⟩W B;

4. ⟨P (x) + R(x), Q(x)⟩W = ⟨P (x), Q(x)⟩W + ⟨R(x), Q(x)⟩W .

Proposición 3.1. Sea W un peso matricial, entonces

⟨P (x), Q(x)⟩W =
∫
R

P (x)∗W (x)Q(x)dx

es un producto interno matricial.

Demostración. Sean P, R, Q ∈ CN×N [x], sean A, B ∈ CN×N .

1. Dado que W (x) es un peso matricial, es no degenerado. Por lo tanto ⟨P (x), P (x)⟩W ≡ θ si y sólo si
P (x) ≡ θ.
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Supongamos que P (x) ̸≡ θ, sea z ∈ CN . Entonces

z∗ ⟨P (x), P (x)⟩W z =
∫
R

z∗P (x)∗W (x)P (x)zdx =
∫
R
(P (x)z)∗W (x)P (x)zdx.

Como P (x)z ∈ CN y W (x) es definida positiva, entonces (P (x)z)∗W (x)P (x)z > 0. Por lo tanto,
z∗ ⟨P (x), P (x)⟩W z > 0.

2. Dado que W = W ∗, se cumple que

⟨P (x), Q(x)⟩W =
∫
R

P (x)∗W (x)Q(x)dx =
∫
R

P (x)∗W (x)∗(Q(x)∗)∗dx

=
∫
R

[Q(x)∗W (x)P (x)dx]∗ = ⟨Q(x), P (x)⟩∗
W .

3.

⟨P (x)A, Q(x)B⟩W =
∫
R
[P (x)A]∗W (x)Q(x)Bdx =

∫
R

A∗P (x)∗W (x)Q(x)Bdx

= A∗
(∫

R
P (x)∗W (x)Q(x)dx

)
B = A∗ ⟨P (x), Q(x)⟩W B.

4.

⟨P (x) + R(x), Q(x)⟩W =
∫
R
[P (x) + R(x)]∗W (x)Q(x)dx =

∫
R
[P (x)∗ + R(x)∗]W (x)Q(x)dx

=
∫
R

P (x)∗W (x)Q(x)dx +
∫
R

R(x)∗W (x)Q(x)dx = ⟨P (x), Q(x)⟩W + ⟨R(x), Q(x)⟩W .

Así, ⟨P (x), Q(x)⟩W =
∫
R

P (x)∗W (x)Q(x)dx es un producto interno matricial.

Definición 3.4. Diremos sucesión de polinomios matriciales (o familia de polinomios matriciales)
{Pn(x)}n∈N0

si para todo n ∈ N0 se cumple que Pn(x) es un polinomio matricial de grado n y el coeficiente
principal es inversible.

Definición 3.5. Dado un peso matricial W y un producto interno ⟨., .⟩W , decimos que una sucesión de
polinomios matriciales {Pn(x)}n∈N0

es ortogonal respecto a W si

⟨Pn(x), Pm(x)⟩W =
∫
R

P ∗
n(x)W (x)Pm(x)dx = Snδnm

donde δnm es la delta de Kronecker y Sn = ∥Pn(x)∥2 = ⟨Pn(x), Pn(x)⟩W es la norma de Pn. Además, si
Sn = I, los polinomios se dicen ortonormales.

Observación 3.2. Notemos que, ∀P, Q ∈ CN×N [x], se cumple ⟨P (x), Q(x)⟩W < ∞. Esto es consecuencia

de que la función de peso W tiene momentos finitos. Es decir, si P (x) =
n∑

k=0
Akxk, y Q(x) =

m∑
j=0

Bjxj,

entonces

⟨P (x), Q(x)⟩W =
〈

n∑
k=0

Akxk,

m∑
j=0

Bjxj

〉
W

=
n,m∑

k,j=0
A∗

k

(∫
R

xk+jW (x)dx

)
Bj < ∞
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Proposición 3.2. Sea {Pn(x)}n∈N0
una sucesión de polinomios matriciales. Todo polinomio Q(x) ∈ CN×N [x]

de grado n se escribe de única manera como

Q(x) =
n∑

k=0
Pk(x)Ck

con Ck ∈ CN×N para 0 ≤ k ≤ n. Es decir, toda sucesión de polinomios matriciales es una base de CN×N [x]
como CN×N -módulo a derecha.

Demostración. Sea Q(x) =
n∑

k=0
Akxk. Queremos encontrar los coeficientes matriciales Cj tales que

n∑
k=0

Akxk = Q(x) =
n∑

j=0
Pj(x)Cj . (3.1)

Notemos que Pj(x) =
j∑

i=0
T j

i xi, si sustituimos esta expresión en (3.1) e igualamos los coeficientes de xk

en ambos miembros de la ecuación resultante, tenemos
A0 = T 0

0 C0 + T 1
0 C1 + . . . + T n

0 Cn

A1 = T 1
1 C1 + . . . + T n

1 Cn

...
...

An = T n
n Cn

(3.2)

De que los coeficientes T j
i son inversibles para 0 ≤ i ≤ j, 0 ≤ j ≤ n, y dado que obtenemos un sistema de

ecuaciones triangular, podemos concluir que el sistema tiene una única solución para los coeficientes Ck.

Proposición 3.3. Sea Vn el espacio de todos los polinomios en CN×N [x] de grado menor o igual a n, es
decir, Vn =

{
P ∈ CN×N [x] : gr(P ) ≤ n

}
, ∀n ∈ N0. Se cumple que

1. Vn = Vn−1 ⊕ V ⊥
n−1, donde V ⊥

n−1 =
{

Q ∈ CN×N [x] : ⟨P, Q⟩W = θ, ∀P ∈ Vn−1
}

;

2. dim(V ⊥
n−1) = N2;

3. V ⊥
n−1 contiene un único polinomio mónico de grado n.

Demostración. Probaremos por inducción en n. Por definición, V−1 = θ.

Si n = 0, entonces V0 =
{

P ∈ CN×N [x] : gr(P ) = 0
}

=
{

A ∈ CN×N
}

. Por otro lado, θ⊥ = {P ∈ V0 : ⟨P, θ⟩ = θ}.
Por lo tanto, V0 = θ⊥. Además, I ∈ V0 y dim(V0) = N2.

Supongamos ahora que las condiciones 1, 2, 3 se cumplen para todo 0 ≤ k ≤ n − 1. Sea Pn un polinomio
mónico de grado n en V ⊥

n−1. Entonces podemos escribirlo como

Pn(x) = xnI + xn−1An−1 + xn−2An−2 + . . . + A0
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Luego, de que Pn(x) ∈ V ⊥
n−1 y por la hipótesis inductiva tenemos que, para todo 0 ≤ j ≤ n − 1,

θ =
〈
Pn(x), xjI

〉
=
〈
xnI, xjI

〉
+
〈
xjAj , xjI

〉
=
〈
xnI, xjI

〉
+ A∗

j

〈
xjI, xjI

〉
.

Como
〈
xjI, xjI

〉
es inversible, entonces Aj queda completamente determinada. Así, Pn es el único polinomio

mónico en V ⊥
n−1.

Sea H ∈ Vn. Si H ∈ Vn−1 es trivial que H ∈ Vn−1 + V ⊥
n−1. Si H ̸∈ Vn−1, entonces gr(H) = n, por lo tanto,

existe Q ∈ Vn−1 tal que H = xnAn + Q para alguna matriz An. Observemos que H − AnPn ∈ Vn−1, por lo
tanto H ∈ Vn−1 + V ⊥

n−1.

Para ver que la suma es directa, tomamos P ∈ Vn−1 ∩ V ⊥
n−1. Por lo tanto, ⟨P, P ⟩ = θ, y de que W es no

degenerado tenemos que P = θ. Así, Vn = Vn−1 ⊕ V ⊥
n−1.

Notemos que

Vn = Vn−1 ⊕ V ⊥
n−1 = Vn−2 ⊕ V ⊥

n−2 ⊕ V ⊥
n−1 = . . . = V0 ⊕ V ⊥

0 ⊕ . . . ⊕ V ⊥
n−1.

Como dim(Vn) = (n + 1)N2 y por la hipótesis inductiva, tenemos que

dim(V ⊥
n−1) = (n + 1)N2 − nN2 = N2.

Corolario 3.4. Dado un peso W , existe una única sucesión {Pn(x)}n∈N0
de polinomios ortogonales matri-

ciales mónicos asociados a él.

Observación 3.3. Toda sucesión de polinomios matriciales ortogonales con respecto a una matriz de peso W

es de la forma Rn(x) = AnPn(x), para ciertas matrices An, donde Pn son polinomios matriciales ortogonales
mónicos respecto a W .

Observación 3.4. No existe una única sucesión de polinomios ortonormales con respecto a un peso W . Si
{Pn(x)}n∈N0

es una sucesión de polinomios ortonormales matriciales, y {Un}n∈N0
⊂ CN×N es una sucesión

de matrices unitarias, entonces podemos construir otra sucesión de polinomios matriciales ortonormales
respecto a W definiendo Qn(x) = PnUn.

A continuación daremos algunas definiciones de reducibilidad. Si bien no profundizaremos sobre este tema
en este trabajo, pueden encontrarse criterios desarrollados en el paper de Tirao-Zurrian [40].

Definición 3.6. Decimos que dos matrices de peso W1 y W2 son similares si existe una matriz no singular
T tal que W1 = TW2T ∗.

Definición 3.7. Decimos que una matriz de peso W reduce a un tamaño menor si existe una matriz T no
singular para la cual

W (t) = T

(
Z1(t) 0

0 Z2(t)

)
T ∗

donde Z1 y Z2 son matrices de peso de orden menor.

En caso contrario decimos que la matriz es irreducible.
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Observemos que la sucesión de polinomios matriciales ortonormales respecto a W , {Pn}n∈N0
, es

Pn(t) =
(

Pn,1(t) 0
0 Pn,2(t)

)
T −1

donde Pn,i son polinomios ortonormales matriciales respecto a Zi, i = 1, 2.

3.1.1. Propiedades de polinomios ortogonales matriciales

A continuación, veremos algunos resultados que generalizan matricialmente las propiedades vistas en la
Sección 2.1.1.

Proposición 3.5 (Relación de recurrencia de tres términos). Sea {Pn(x)}n∈N0
una sucesión de polino-

mios matriciales ortonormales respecto a un peso matricial W . Existen sucesiones de matrices {An}n∈N0
y

{Bn}n∈N0
, donde An+1 es no singular y Bn es hermítica ∀n ≥ 0, tales que

xPn(x) = Pn+1(x)An+1 + Pn(x)Bn + Pn−1(x)A∗
n, (3.3)

donde P−1(x) = θ.

Demostración. Por lo visto en la Proposición 3.2, podemos escribir xPn(x) =
n+1∑
k=0

Pk(x)Ck y como Pn(x) es

ortogonal a todo polinomio matricial de grado menor a n entonces, si 0 ≤ k ≤ n − 2 tenemos que

Ck = ⟨Pk(x), xPn(x)⟩W =
∫
R

P ∗
k (x)W (x)xPn(x)dx =

∫
R
(xPk(x))∗W (x)Pn(x)dx = ⟨xPk(x), Pn(x)⟩W = 0

Definimos An+1 = Cn+1 = ⟨Pn+1(x), xPn(x)⟩W y Bn = Cn = ⟨Pn(x), xPn(x)⟩W , como ⟨P (x), Q(x)⟩W =
⟨Q(x), P (x)⟩∗

W . Tenemos que

Cn−1 = ⟨Pn−1(x), xPn(x)⟩W = ⟨xPn−1(x), Pn(x)⟩W = ⟨Pn(x), xPn−1(x)⟩∗
W = C∗

n = A∗
n,

Bn = ⟨Pn(x), xPn(x)⟩W = ⟨xPn(x), Pn(x)⟩W = ⟨Pn(x), xPn(x)⟩∗
W = B∗

n.

Corolario 3.6. Sea {Pn(x)}n∈N0
una sucesión de polinomios matriciales mónicos ortogonales respecto a un

peso W . Entonces
xPn(x) = Pn+1(x) + Pn(x)B̃n + Pn−1(x)Ãn, (3.4)

donde SnB̃n es una matriz hermítica y Ãn = S−1
n−1Sn ∀n ∈ N0, con Sn = ∥Pn∥2.

Demostración. Sea {Qn(x)}n∈N0
una familia de polinomios ortogonales mónicos. Entonces existe una familia

de polinomios ortonormales {Pn(x)}n∈N0
y matrices inversibles Dn tales que

Pn(x) = Qn(x)Dn.

Reemplazamos en la ecuación (3.4) y obtenemos

xQn(x)Dn = Qn+1(x)Dn+1An+1 + Qn(x)DnBn + Qn−1(x)Dn−1A∗
n
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xQn(x) = Qn+1(x)Dn+1An+1D−1
n + Qn(x)DnBnD−1

n + Qn−1(x)Dn−1A∗
nD−1

n .

De que Qn es mónico se deduce que
An+1 = D−1

n+1Dn.

Y de que los polinomios Pn son ortonormales tenemos

⟨Pn(x), Pn(x)⟩W = I

⟨Qn(x)Dn, Qn(x)Dn⟩W = I

D∗
n ⟨Qn(x), Qn(x)⟩W Dn = I

D∗
nSnDn = I

(D∗
n)−1D−1

n = Sn,

donde Sn es la norma de Qn. Luego, de que A∗
n = D∗

n−1(D∗
n)−1, tenemos que

Ãn = Dn−1A∗
nD−1

n = Dn−1D∗
n−1(D∗

n)−1D−1
n = S−1

n−1Sn.

Veamos ahora que SnB̃n es hermítica. Sabemos que Bn es hermítica y B̃n = DnBnD−1
n . Luego

(SnB̃n)∗ =
[
(D∗

n)−1D−1
n DnBnD−1

n

]∗ =
[
(D∗

n)−1BnD−1
n

]∗ = (D∗
n)−1B∗

nD−1
n = (D∗

n)−1BnD−1
n = SnB̃n.

Corolario 3.7. Sea {Pn(x)}n∈N0
una sucesión de polinomios matriciales mónicos que satisface la relación

de recurrencia de tres términos (3.4), donde Pn(x) =
n∑

k=0
T n

k xk, con T n
k ∈ CN×N . Entonces los coeficientes

de la relación de recurrencia de tres términos están dadas explícitamente por

Bn = T n
n−1 − T n+1

n

y
An = T n

n−2 − T n+1
n−1 − T n

n−1Bn.

Demostración. En la relación de recurrencia de tres términos (3.4) tenemos

n∑
k=0

T n
k xk+1 =

n+1∑
k=0

T n+1
k xk +

n∑
k=0

T n
k xkBn +

n−1∑
k=0

T n−1
k xkAn.

Comparamos los coeficientes de xn en cada miembro de la igualdad, y tenemos

T n
n−1 = T n+1

n + T n
n Bn.

Como los polinomios son mónicos, T n
n = I. Por lo tanto Bn = T n

n−1 − T n+1
n .

Del mismo modo, comparando los coeficientes de xn−1, tenemos

T n
n−2 = T n+1

n−1 + T n+1
n−1 Bn + T n−1

n−1 An.

Por lo tanto, An = T n
n−2 − T n+1

n−1 − T n+1
n−1 Bn.

41



El siguiente resultado fue introducido por A. Lopes Branquinho y A. Foulquie Moreno en [5], donde
generalizan el Teorema de Favard para el caso matricial.

Proposición 3.8 (Teorema de Favard). Sea {Pn(x)}n∈N0
una sucesión de polinomios matriciales que satis-

facen la relación de recurrencia de tres términos

xPn(x) = Pn+1(x)An+1 + Pn(x)Bn + Pn−1(x)A∗
n

para n ≥ 0, donde P0 = I, P−1 = θ, {An}n∈N0
es una sucesión de matrices no singulares y {Bn}n∈N0

son
matrices hermíticas.

Entonces existe un peso matricial W tal que {Pn(x)}n∈N0
es ortonormal respecto a W .

Demostración. Notemos que, por la relación de recurrencia, podemos determinar una sucesión de polinomios
de manera recursiva, P−1 = θ, P0 = I, para n = 0, xP0 = P1A1 + P0B0 + P−1A∗

0. Entonces

P1 = (xI − B0)A−1
1

es de grado 1. Si Pn es de grado n con coeficiente principal no singular Ln, entonces Pn+1 es de grado n + 1
con coeficiente principal no singular Ln+1 = LnA−1

n+1.

Definimos el siguiente producto interno:〈∑
Pk(x)Ck,

∑
Pk(x)Dk

〉
=
∑

C∗
kDk

Como {Pn}n∈N0
es ortonormal respecto a este producto interno entonces es no degenerado.

Dados P, Q ∈ CN×N [x] se verifica que ⟨xP (x), Q(x)⟩ = ⟨P (x), xQ(x)⟩. Para ver esto basta probar que
⟨xPn(x), Pm(x)⟩ = ⟨Pn(x), xPm(x)⟩. Por la relación de recurrencia de tres términos tenemos que

⟨xPn(x), Pm(x)⟩ = ⟨Pn+1(x)An+1 + Pn(x)Bn + Pn−1(x)A∗
n, Pm(x)⟩

⟨Pn(x), xPm(x)⟩ = ⟨Pn(x), Pm+1(x)Am+1 + Pm(x)Bm + Pm−1(x)A∗
m⟩

Si m < n − 1 o m > n + 1 entonces ⟨xPn(x), Pm(x)⟩ = ⟨Pn(x), xPm(x)⟩ = θ.

Si m = n + 1, entonces ⟨xPn(x), Pm(x)⟩ = A∗
n+1 y ⟨Pn(x), xPm(x)⟩ = A∗

m = A∗
n+1.

Si m = n, entonces ⟨xPn(x), Pm(x)⟩ = B∗
n = Bn y ⟨Pn(x), xPm(x)⟩ = Bm = Bn.

Si m = n − 1, entonces ⟨xPn(x), Pm(x)⟩ = (A∗
n)∗ = An y ⟨Pn(x), xPm(x)⟩ = Am+1 = An.

Así, ⟨xPn(x), Pm(x)⟩ = ⟨Pn(x), xPm(x)⟩.

Definimos σn = ⟨xnI, I⟩ para n ≥ 0, y por lo anterior tenemos que σn =
〈
xiI, xjI

〉
si i + j = n, en

particular
σn = ⟨xnI, I⟩ = ⟨I, xnI⟩ = ⟨xnI, I⟩∗ = σ∗

n
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Ahora, para todo polinomio matricial P (x) =
∑

Ckxk obtenemos

θ ≼ ⟨P (x), P (x)⟩ =
∑
k,l

C∗
k

〈
xkI, xlI

〉
Cl

por lo tanto, σn es definida positiva para n ≥ 0. Por el Teorema de Krein [31], la sucesión de matrices σn es
la misma que los momentos, por lo tanto, el producto interno matricial está dado para algún peso W .

Como consecuencia del Corolario 3.6, podemos reescribir el Teorema de Favard para polinomios mónicos
de la siguiente manera.

Corolario 3.9. Sea {Pn(x)}n∈N0
una familia de polinomios matriciales mónicos que satisfacen la relación

de recurrencia de tres términos

xPn(x) = Pn+1(x) + Pn(x)Bn + Pn+1(x)An (3.5)

donde P0 = I, P−1 = θ, An = S−1
n−1Sn y SnBn hermítica para todo n ∈ N0. Entonces existe una matriz de

peso W que hace ortogonal a la familia de polinomios.

3.2. Teoría general de operadores diferenciales matriciales

En la Sección 2.1.1 vimos que una de las características de las familias de polinomios ortogonales clásicas
es ser autofunción de operadores diferenciales hipergeométricos de segundo orden. Se puede generalizar
el problema de Bochner al caso matricial determinando los pesos matriciales W tales que la familia de
polinomios ortogonales matriciales mónicos asociados a él sea autofunción de un operador diferencial matricial
hipergeométrico de segundo orden. En esta sección desarrollaremos la teoría de operadores diferenciales
matriciales que fue estudiada en [10, 12, 13, 16, 19].

Las definiciones y resultados de esta sección se basan en [16].

Definición 3.8. Llamamos operador diferencial de segundo orden a izquierda, asociado a las ma-
trices polinomiales A2, A1 y A0, al operador

DL = A2
d2

dx2 + A1
d

dx
+ A0

d0

dx0 .

Definición 3.9. Sea W un peso matricial, decimos que el operador diferencial de segundo orden a izquierda
es simétrico respecto de W si se cumple

⟨DP, Q⟩W = ⟨P, DQ⟩W .

Al par {W, D} lo llamamos par clásico.

Observemos que si un operador diferencial D es simétrico respecto a un peso W , entonces lo mismo vale
para cualquier matriz de peso W̃ similar a W . De hecho, si W̃ (x) = T ∗W (x)T , para una matriz no singular
T , entonces tomando los nuevos coeficientes del operador diferencial como Ãi = T −1AiT , i = 0, 1, 2, se
verifica que el nuevo operador diferencial es simétrico respecto a W̃ .
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Proposición 3.10. {W, DL} es un par clásico si, y sólo si, la sucesión de polinomios ortonormales {Pn}n∈N0

respecto al peso W satisface, para todo n ∈ N0,

DL(Pn) = PnΛn

para ciertas matrices hermíticas Λn.

Demostración. Supongamos que {W, DL} es un par clásico. Notemos que DL(Pn) puede escribirse como
combinación lineal de la sucesión de polinomios ortonormales respecto a W , {Pn}n∈N0

, es decir,

DL(Pn) =
n∑

k=0
PkΓn,k.

De que Pn(x) son polinomios ortonormales, tenemos

⟨DL(Pn), Pk⟩W =
〈

n∑
l=0

PlΓn,l, Pk

〉
W

= Γ∗
n,k.

Como DL es simétrico respecto a W , si k < n, entonces

Γ∗
n,k = ⟨DL(Pn), Pk⟩W = ⟨Pn, DL(Pk)⟩W = θ.

Si k = n,

⟨DL(Pn), Pn⟩W =
〈

n∑
k=0

PkΓn,k, Pn

〉
W

=
n∑

k=0
Γ∗

n,k ⟨Pk, Pn⟩W = Γ∗
n,n ⟨Pn, Pn⟩W = Γ∗

n,n

⟨Pn, DL(Pn)⟩W =
〈

Pn,

n∑
k=0

PkΓn,k

〉
W

=
n∑

k=0
⟨Pk, Pn⟩W Γn,k = ⟨Pn, Pn⟩W Γn,n = Γn,n

Así, Γ∗
n,n = Γn,n. Por lo tanto, Γn,n es hermítica.

Supongamos ahora que DL(Pn) = PnΛn, con Λn hermítica. Entonces

⟨DL(Pn), Pn⟩W = ⟨PnΛn, Pn⟩W = Λ∗
n ⟨Pn, Pn⟩W = Λ∗

n = Λn

⟨Pn, DL(Pn)⟩W = ⟨Pn, PnΛn⟩W = ⟨Pn, Pn⟩W Λn = Λn

Por lo tanto, ⟨DL(Pn), Pn⟩W = ⟨Pn, DL(Pn)⟩W . Así, DL es simétrico respecto a W .

Corolario 3.11. Sea {W, DL} un par clásico, donde

DL = A2
d2

dx2 + A1
d

dx
+ A0

d0

dx0 .

Entonces A2, A1 y A0 son polinomios matriciales de grado a lo sumo 2, 1 y 0, respectivamente.

Demostración. Sea {Pn}n∈N0
la sucesión de polinomios ortonormales respecto a W . Entonces P0 = C, donde

C es una matriz inversible. Aplicando el operador diferencial de segundo orden obtenemos

DL(C) = A2
d2C

dx2 + A1
dC

dx
+ A0C = A0C,
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y, por la proposición anterior, DL(C) = CΛ0. Entonces,

CΛ0 = A0C

CΛ0C−1 = A0CC−1

CΛ0C−1 = A0

Así, A0 es una matriz constante.

Del mismo modo, si P1(x) = (C1x + C0), con C1 inversible, entonces

A1C1 + A0P1 = Λ1(C1x + C0)

A1C1 + A0P1 = Λ1C1x + Λ1C0

A1C1C−1
1 = [Λ1C1x + Λ1C0 − A0P1] C−1

1

A1 = Λ1x + Λ1C0C−1
1 − A0P1C−1

1

por lo tanto, A1 es de grado a lo sumo 1.

Por último, si P2(x) = (B2x2 + B1x + B0), con B2 inversible, entonces

2A2B2 + A1P ′
2 + A0P2 = Λ2P2

2A2B2

(
1
2B−1

2

)
= [(Λ2 − A0)P2 − A1P ′

2]
(

1
2B−1

2

)
A2 =

[
(Λ2 − A0)B2x2 + (Λ2 − A0)B1x + (Λ2 − A0)B0 − A1P ′

2
](1

2B−1
2

)
A2 = 1

2(Λ2 − A0)x2 + (Λ2 − A0)1
2B1B−1

2 x + (Λ2 − A0)1
2B0B−1

2 − 1
2A1P ′

2B−1
2

A2 es de grado a lo sumo 2.

El siguiente resultado aborda las condiciones necesarias y suficientes para asegurar la simetría de un peso
matricial respecto a un operador diferencial. Este teorema se debe a A. Durán y F. Grünbaum [20].

Proposición 3.12. Sea el operador diferencial a izquierda

D = A2
d2

dx2 + A1
d

dx
+ A0

con A2, A1 y A0 polinomios matriciales de grado 2, 1 y 0 respectivamente, y sea W (x) una matriz de peso.
Entonces, D es simétrico respecto a W (x) si y sólo si se verifican las siguientes ecuaciones diferenciales
matriciales

WA2 = A∗
2W (3.6)

2 (WA2)′ = A∗
1W + WA1 (3.7)

(WA2)′′ = (WA1)′ + A∗
0W − WA0, (3.8)

con las condiciones de contorno

ĺım
x→±∞

WA2 = θ (3.9)

ĺım
x→±∞

(WA2)′ − WA1 = θ. (3.10)
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Capítulo 4

Polinomios matriciales de Hermite

En este capítulo encontraremos la esencia de este trabajo. El objetivo del mismo es encontrar familias de
polinomios matriciales mónicos definidos sobre R que sean solución de la ecuación diferencial

I
d2

dx2 Pn(x) + (C − xU) d

dx
Pn(x) − V Pn(x) = Pn(x)Λn (x ∈ R), (4.1)

donde U, V, C ∈ C2×2 y el autovalor es diagonal Λn =
(

λn 0
0 µn

)
, con λn ̸= µn ∀n ∈ N0. Además, buscamos

un peso matricial W respecto al cual el operador diferencial a izquierda

D = I
d2

dx2 + (C − xU) d

dx
− V (4.2)

sea simétrico, y las familias de polinomios sean ortogonales respecto a él, es decir,

⟨Pn(x), Pm(x)⟩W =
∫
R

P ∗
n(x)W (x)Pm(x) = Snδn,m,

donde Sn es la norma de los polinomios Pn.

Notemos que las matrices C, U y V no dependen de n ni x.

En el siguiente resultado daremos las condiciones necesarias para que las autofunciones de la ecuación
diferencial (4.1) sean polinomios matriciales mónicos.

Proposición 4.1. Sea {Pn(x)}n∈N0
una sucesión de polinomios matriciales mónicos definidos en C2×2[x]

tal que Pn(x) es autofunción del operador diferencial D (4.2), D(Pn) = PnΛn, con Λn =
(

λn 0
0 µn

)
,

λn ̸= µn∀n ∈ N0. Entonces U y V son matrices diagonales y Λn = −nU − V .

Demostración. Sea Pn(x) =
n∑

k=0
T n

k xk, con T n
k ∈ C2×2. Sustituimos esta expresión en la ecuación diferencial
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(4.1),

D(Pn) =
[
I

d2

dx2 + (C − xU) d

dx
− V

]
Pn(x) =(

n∑
k=0

k(k − 1)T n
k xk−2

)
+ (C − xU)

(
n∑

k=0
kT n

k xk−1

)
− V

(
n∑

k=0
T n

k xk

)
=
(

n∑
k=0

T n
k xk

)
Λn

y consideramos el coeficiente de xn en ambos miembros de la ecuación. Así, tenemos

−nU − V = Λn

Por lo tanto, si U =
(

u11 u12

u21 u22

)
y V =

(
v11 v12

v21 v22

)
obtenemos las siguientes igualdades, ∀n ∈ N0,

λn = −nu11 − v11;

0 = −nu12 − v12;

0 = −nu21 − v21;

µn = −nu22 − v22.

Así, u12 = u21 = v12 = v21 = 0 y, por lo tanto, las matrices U y V son diagonales.

Observación 4.1. Si en la ecuación diferencial (4.1) sumamos αPn(x) en ambos miembros, con α ∈ C,
obtenemos

d2

dx2 Pn(x) + (C − xU) d

dx
Pn(c) − V Pn(x) + αPn(x) = Pn(x)Λn + αPn(x)

d2

dx2 Pn(x) + (C − xU) d

dx
Pn(x) − (V − αI)Pn(x) = Pn(x)(Λn + αI)

(4.3)

Por lo tanto, Pn(x) es autofunción del operador diferencial (4.1) y de (4.3). Así, tomando α = v22,

podemos suponer sin pérdida de generalidad en (4.1) que U =
(

u1 0
0 u2

)
, V =

(
v 0
0 0

)
, C =

(
c11 c12

c21 c22

)
y

Λn =
(

−nu1 − v 0
0 −nu2

)
, donde v = v11 − v22, u1 = u11 y u2 = u22.

Proposición 4.2. Sea {Pn(x)}n∈N0
una familia de polinomios matriciales que son autofunción del operador

diferencial definido en (4.2) y que verifican la relación de recurrencia

xPn(x) = Pn+1(x) + Pn(x)Bn + Pn−1(x)An

donde P−1 = θ, P0 = I, An es inversible y SnBn es hermítica para todo n ∈ N0, con Sn = ∥Pn∥2. Entonces,
Sn y An son definidas positivas y diagonales, y la matriz Λn es real ∀n ∈ N0.

Demostración. Sea n ∈ N0. Por definición, Sn = ⟨Pn, Pn⟩W , entonces es definida positiva. De que el operador
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diferencial es simétrico respecto a W tenemos que

⟨D(Pn), Pn⟩W = ⟨Pn, D(Pn)⟩W

⟨PnΛn, Pn⟩W = ⟨Pn, PnΛn⟩W

Λ∗
n ⟨Pn, Pn⟩W = ⟨Pn, Pn⟩W Λn

Λ∗
nSn = SnΛn.

Así, obtenemos lo siguiente(
λn 0
0 µn

)(
sn

11 sn
12

sn
21 sn

22

)
=
(

sn
11 sn

12

sn
21 sn

22

)(
λn 0
0 µn

)
(

λnsn
11 λnsn

12

µnsn
21 µnsn

22

)
=
(

λnsn
11 µnsn

12

λnsn
21 µnsn

22

)
.

Como Sn es definida positiva, sn
11, sn

22 > 0, entonces λn, µn ∈ R.

Por otro lado, λnsn
12 = µnsn

12. Entonces,

(λn − µn)sn
12 = 0.

Luego, como λn ̸= µn tenemos que sn
12 = sn

21 = 0.

De que An+1 = S−1
n Sn+1, tenemos que An+1 es definida positiva y diagonal.

El siguiente resultado reescribe la ecuación diferencial matricial D(Pn) = PnΛn como un sistema de
ecuaciones diferenciales vectoriales.

Proposición 4.3. Sea {Pn(x)}n∈N0
una familia de polinomios matriciales autofunción del operador dife-

rencial (4.2), donde Pn(x) = [Fn(x) : Gn(x)], con Fn(x), Gn(x) ∈ C2[x], x ∈ R. Entonces, la ecuación
diferencial matricial (4.1) queda definida por las ecuaciones vectoriales

d2

dx2 Fn(x) + (C − xU) d

dx
Fn(x) − V Fn(x) = Fn(x)λn, (4.4)

d2

dx2 Gn(x) + (C − xU) d

dx
Gn(x) − V Gn(x) = Gn(x)µn. (4.5)

Demostración. Sea Pn(x) =
(

pn
11(x) pn

12(x)
pn

21(x) pn
22(x)

)
, entonces Fn(x) =

(
pn

11(x)
pn

21(x)

)
y Gn(x) =

(
pn

12(x)
pn

22(x)

)
. Como

dk

dxk
[Fn(x) : Gn(x)] =

[
dk

dxk
Fn(x) : dk

dxk
Gn(x)

]
y

A [Fn(x) : Gn(x)] = [AFn(x) : AGn(x)]
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para toda matriz A ∈ C2×2. De la ecuación

d2

dx2 Pn(x) + (C − xU) d

dx
Pn(x) − V Pn(x) = Pn(x)Λn,

tenemos[
d2

dx2 Fn(x) : d2

dx2 Gn(x)
]

+
[
(C − xU) d

dx
Fn(x) : (C − xU) d

dx
Gn(x)

]
− [V Fn(x) : V Gn(x)] =

[Fn(x) : Gn(x)]
(

λn 0
0 µn

)
= [λnFn(x) : µnGn(x)]

Luego, igualando por columnas, obtenemos las ecuaciones diferenciales vectoriales

d2

dx2 Fn(x) + (C − xU) d

dx
Fn(x) − V Fn(x) = Fn(x)λn

d2

dx2 Gn(x) + (C − xU) d

dx
Gn(x) − V Gn(x) = Gn(x)µn

Proposición 4.4. Sea {Pn(x)}n∈N0
una sucesión de polinomios autofunción del operador diferencial (4.2),

donde Pn(x) =
n∑

k=0
T n

k xk, tales que T n
k = [F n

k : Gn
k ], con F n

k , Gn
k ∈ C2 para 0 ≤ k ≤ n, ∀n ∈ N0. Si Pn(x) es

mónico, entonces F n
n =

(
1
0

)
y Gn

n =
(

0
1

)
. Para k = n − 1, se cumple

(λnI − Λn−1)F n
n−1 =

(
nc11

nc21

)
, (4.6)

(µnI − Λn−1)Gn
n−1 =

(
nc12

nc22

)
; (4.7)

y para 0 ≤ k ≤ n − 2
(λnI − Λk)F n

k = (k + 2)(k + 1)F n
k+2 + (k + 1)CF n

k+1, (4.8)

(µnI − Λk)Gn
k = (k + 2)(k + 1)Gn

k+2 + (k + 1)CGn
k+1. (4.9)

Demostración. Sea Pn(x) =
n∑

k=0
T n

k xk =
n∑

k=0
[F n

k : Gn
k ]xk. De que los polinomios Pn(x) son mónicos, tenemos

que T n
n =

(
1 0
0 1

)
, por lo tanto, F n

n =
(

1
0

)
y Gn

n =
(

0
1

)
.

Por lo visto en la proposición 4.3, podemos reescribir la ecuación (4.1) como un sistema de ecuaciones
vectoriales. Reemplazamos Pn(x) en (4.4) y (4.5) y obtenemos(

n∑
k=0

k(k − 1)F n
k xk−2

)
+ (C − xU)

(
n∑

k=0
kF n

k xk−1

)
− V

(
n∑

k=0
F n

k xk

)
=
(

n∑
k=0

F n
k xk

)
λn,

(
n∑

k=0
k(k − 1)Gn

k xk−2

)
+ (C − xU)

(
n∑

k=0
kGn

k xk−1

)
− V

(
n∑

k=0
Gn

k xk

)
=
(

n∑
k=0

Gn
k xk

)
µn.
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De la primer ecuación obtendremos (4.8). Analizamos los coeficientes de xn−1 en ambos miembros de la
ecuación y obtenemos

nCF n
n − (n − 1)UF n

n−1 − V F n
n−1 = F n

n−1λn.

De que Λk = −kU − V , tenemos

nCF n
n + Λn−1F n

n−1 = F n
n−1λn

n

(
c11 c12

c21 c22

)(
1
0

)
= F n

n−1λn − Λn−1F n
n−1

n

(
c11

c21

)
= (λnI − Λn−1) F n

n−1.

De manera similar, analizamos los coeficientes de xk para 0 ≤ k ≤ n − 2. Así, obtenemos

(k + 2)(k + 1)F n
k+2 + (k + 1)CF n

k+1 − kUF n
k − V F n

k = F n
k λn

(k + 2)(k + 1)F n
k+2 + (k + 1)CF n

k+1 + ΛkF n
k = F n

k λn

(k + 2)(k + 1)F n
k+2 + (k + 1)CF n

k+1 = (λnI − Λk)F n
k .

Procediendo de la misma manera, de la segunda ecuación obtenemos (4.9), obtenemos

Proposición 4.5. Sea {Pn(x)}n∈N0 una sucesión de polinomios matriciales mónicos autofunción del ope-
rador diferencial a izquierda

D = I
d2

dx2 + (C − xU) d

dx
− V

con U =
(

u1 0
0 u2

)
, V =

(
v 0
0 0

)
y autovalor Λn =

(
−nu1 − v 0

0 −nu2

)
. Entonces u1 y u2 son no nulos.

Demostración. Consideramos que F n
k =

(
F n

k (1)

F n
k (2)

)
y Gn

k =
(

Gn
k (1)

Gn
k (2)

)
. Supongamos que u1 = u2 = 0. Si

resolvemos las ecuaciones (4.6) y (4.7) de la proposición anterior, tenemos que(
0 0
0 −v

)
F n

n−1 =
(

nc11

nc21

)
⇒

{
c11 = 0
c22 = 0(

v 0
0 0

)
Gn

n−1 =
(

nc12

nc22

)
⇒

{
−vF n

n−1(2) = nc21

vGn
n−1(1) = nc12

Si v = 0, entonces c12 = c21 = 0, por lo que el operador diferencial (4.2) queda diagonal, y reduce al caso
clásico. Si v ̸= 0 tenemos que F n

n−1(2) = − nc21
v y Gn

n−1(1) = nc12
v . Resolvemos las ecuaciones (4.8) y (4.9)

para k = n − 2, obteniendo(
0 0
0 −v

)(
F n

n−2(1)

F n
n−2(2)

)
=
(

n(n − 1)
0

)
+ (n − 1)

(
0 c12

c21 0

)(
F n

n−1(1)

− nc21
v

)
,

(
v 0
0 0

)(
Gn

n−2(1)

Gn
n−2(2)

)
=
(

0
n(n − 1)

)
+ (n − 1)

(
0 c12

c21 0

)(
nc12

v

Gn
n−1(2)

)
,
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de donde 
n(n − 1)

(
1 − c12c21

v

)
= 0

−vF 2
n−2(2) = (n − 1)c21F n

n−1(1)

vG2
n−2(1) = (n − 1)c12Gn

n−1(2)

n(n − 1)
(
1 + c12c21

v

)
= 0

Dado que estas ecuaciones se deben verificar para todo n, de la primer ecuación tenemos que c12c21

v
= 1 y

de la cuarta ecuación tenemos c12c21

v
= −1, lo que es absurdo.

Supongamos ahora que u1 ̸= 0 y u2 = 0. Con un procedimiento similar al punto anterior, resolviendo (4.6)
y (4.7), obtenemos los siguientes resultados(

−u1 0
0 −nu1 − v

)(
F n

n−1(1)

F n
n−1(2)

)
=

(
nc11

nc21

)
⇒

{
−u1F n

n−1(1) = nc11

(−nu1 − v)F n
n−1(2) = nc21(

(n − 1)u1 + v 0
0 0

)(
Gn

n−1(1)

Gn
n−1(2)

)
=

(
nc12

nc22

)
⇒

{
[(n − 1)u1 + v] Gn

n−1(1) = nc12

c22 = 0

Notemos que, del hecho de que u1 ̸= 0, se deduce que nu1 ± v ̸= 0, pues v no depende de n. Por lo tanto,
F n

n−1(1) = − nc11
u1

, F n
n−1(2) = nc21

−nu1−v y Gn
n−1(1) = nc12

(n−1)u1+v . Reemplazamos estos valores y resolvemos las
ecuaciones (4.8) y (4.9) para k = n − 2. Obtenemos(

−2u1 0
0 −nu1 − v

)(
F n

n−2(1)

F n
n−2(2)

)
=
(

n(n − 1)
0

)
+ (n − 1)

(
c11 c12

c21 0

)(
− nc11

u1
nc21

−nu1−v

)
,

(
(n − 2)u1 + v 0

0 0

)(
Gn

n−2(1)

Gn
n−2(2)

)
=
(

0
n(n − 1)

)
+ (n − 1)

(
c11 c12

c21 0

)(
nc12

(n−1)u1+v

Gn
n−1(2)

)
,

de donde se deduce que

−2u1F n
n−2(1) = n(n − 1)

[
1 + c11c21

−nu1−v − c11c21
u1

]
(−nu1 − v)F n

n−2(2) = n(n − 1) c2
21

−nu1−v

[(n − 2)u1 + v] Gn
n−2(1) = n(n − 1) c12c11

(n−1)u1+v + (n − 1)c12Gn
n−1(2)

n(n − 1)
(

1 + c12c21
(n−1)u1+v

)
= 0

De la última ecuación tenemos que c12c21

(n − 1)u1 + v
= −1. Dado que c12, c21, u1 y v son constantes que no

dependen de n, la última igualdad solo es posible si u1 = 0, lo que es absurdo.

Análogamente se prueba para u1 = 0 y u2 ̸= 0. Por lo tanto, no es posible que u1 = 0 o u2 = 0.

4.1. Resultados

Nuestro objetivo es hallar la expresión de los polinomios matriciales mónicos Pn que son solución de la
ecuación diferencial (4.1) definida al comienzo de este capítulo. Para esto buscamos la forma de los coeficientes
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An y Bn de la relación de recurrencia (3.4), los cuales podemos hallar, por lo visto en el Corolario 3.7, partir
la expresión de los términos F n

k y Gn
k , utilizando el resultado visto en la Proposición 4.4.

Además, buscamos las condiciones que deben cumplir los coeficientes del operador diferencial para poder
plantear las ecuaciones de simetría de la Proposición 3.12 y, así, hallar la matriz de peso que hace ortogonales
a los polinomios.

Procedemos analizando los términos (λnI − Λk) y (µnI − Λk), ya que si estos son inversibles, para todo
n ∈ N0, la expresión de los términos F n

k , Gn
k queda unívocamente determinado, obteniendo familias únicas

de polinomios ortogonales mónicos. En caso contrario, si alguno de ellos es no inversible para todo n ∈ N0,
obtenemos familias de polinomios ortogonales mónicos no únicas. En particular, por lo visto en el Corolario
3.7, nuestro interés está en analizar los casos k = n−1 y k = n−2. Analizamos los siguientes casos ∀n ∈ N0:

1. (λnI − Λn−1) es no inversible y (µnI − Λn−1) es inversible, ∀n ∈ N0.

2. (λnI − Λn−1) es inversible y (µnI − Λn−1) no es inversible, ∀n ∈ N0.

3. (λnI − Λn−1) y (µnI − Λn−1) son no inversibles, ∀n ∈ N0.

4. (λnI − Λn−1) y (µnI − Λn−1) son inversibles, ∀n ∈ N0.

4.1.1. (λnI − Λn−1) es no inversible y (µnI − Λn−1) es inversible, ∀n ∈ N0.

Tenemos que

(λnI − Λn−1) =
(

−u1 0
0 −nu1 + (n − 1)u2 − v

)
,

(µnI − Λn−1) =
(

(n − 1)u1 − nu2 + v 0
0 −u2

)
.

Para que la matriz (λnI − Λn−1) sea singular debe cumplirse que u1 = 0 o n(u2 − u1) − (u2 + v) = 0. Por lo
visto en la Proposición 4.5, no es posible que u1 sea nulo. Analizamos el segundo caso. Estas condiciones se
cumplen para todo n ∈ N0 si u1 = u2 = −v.

Proposición 4.6. Sea {Pn(x)}n∈N0
⊂ C2×2[x] una familia de polinomios matriciales mónicos, donde

Pn(x) =
n∑

k=0
T n

k xk, T n
k ∈ C2×2, que son autofunción del operador diferencial definido en (4.2), con au-

tovalor diagonal
(

λn 0
0 µn

)
. Si u1 = u2 = −v, entonces c21 = 0 y

T n
n−1 =

(
nc11

v
nc12
2v

F n
n−1(2)

nc22
v

)
,

T n
n−2 =

 (n−1)
(

n(cn
22+v)+vc12F n

n−1(2)

)
2v2

n(n−1)c12c22
2v2

(n−1)c22F n
n−1(2)

v
n(n−1)(c2

22+v)
2v2

 .

52



Demostración. Sea Pn(x) =
n∑

k=0
T n

k xk. Consideramos T n
k = [F n

k : Gn
k ], donde F n

k , Gn
k ∈ C2. Si desarrollamos

las ecuaciones de la Proposición 4.4 para k = n − 1 y k = n − 2, obtenemos(
v 0
0 0

)(
F n

n−1(1)

F n
n−1(2)

)
=
(

nc11

nc21

)
;

(
2v 0
0 v

)(
F n

n−2(1)

F n
n−2(2)

)
=
(

n(n − 1)
0

)
+ (n − 1)

(
c11 c12

c21 c22

)(
F n

n−1(1)

F n
n−1(2)

)
;

(
2v 0
0 v

)(
Gn

n−1(1)

Gn
n−1(2)

)
=
(

nc12

nc22

)
;

(
3v 0
0 2v

)(
Gn

n−2(1)

Gn
n−2(2)

)
=
(

0
n(n − 1)

)
+ (n − 1)

(
c11 c12

c21 c22

)(
Gn

n−1(1)

Gn
n−1(2)

)
.

Notemos que, como u1 = u2 = −v, y por la Proposición 4.5, tenemos que v ̸= 0.

De la primer ecuación tenemos que nc21 = 0. Por lo tanto, c21 = 0 y la variable F n
n−1(2) queda libre.

Despejando los valores de F n
k , Gn

k , k = n − 1, n − 2, obtenemos

T n
n−1 =

(
F n

n−1 : Gn
n−1
)

=
(

nc11
v

nc12
2v

F n
n−1(2)

nc22
v

)

T n
n−2 =

(
F n

n−2 : Gn
n−2
)

=

 (n−1)
(

n(cn
22+v)+vc12F n

n−1(2)

)
2v2

n(n−1)c12c22
2v2

(n−1)c22F n
n−1(2)

v
n(n−1)(c2

22+v)
2v2



Observemos que, F 0
−1(2) = 0 ya que P0(x) = I. Para simplicidad notaremos kn = F n

n−1(2).

Proposición 4.7. Sea D el operador diferencial definido en (4.2). Si c21 = 0, entonces, vía conjugación, D

es similar al operador

D̃ = I
d2

dx2 + (C̃ − xU) d

dx
− V (4.10)

donde C̃ =
(

c11 1
0 c22

)
.

Demostración. Buscamos una matriz inversible M tal que V = M−1V M y C̃ − xU = M−1(C − xU)M .

Consideramos M =
(

c12 0
0 1

)
. Esta matriz es inversible, ya que sólo consideramos c12 ̸= 0, pues en caso

contrario el operador diferencial es diagonal y es similar al caso clásico, que no es de nuestro interés.

Así, tenemos que

M−1V M =
(

1
c12

0
0 1

)(
v 0
0 0

)(
c12 0
0 1

)
=
(

v 0
0 0

)
,

y

M−1(C − xU)M =
(

1
c12

0
0 1

)(
c11 + xv c12

0 c22 + xv

)(
c12 0
0 1

)
=
(

c11 + xv 1
0 c22 + xv

)
.
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A continuación, buscamos los coeficientes de la relación de recurrencia An y Bn, y las condiciones que estos
deben cumplir para verificar las hipótesis del Teorema de Favard, es decir, que An sea diagonal e inversible
y que SnBn sea hermítica.

Proposición 4.8. Sea {Pn(x)}n∈N0
una sucesión de polinomios matriciales mónicos autofunción del ope-

rador diferencial (4.10) y que verifican la relación de recurrencia

xPn(x) = Pn+1(x) + Pn(x)Bn + Pn−1(x)An

donde P−1(x) = θ, P0(x) = I. Entonces,

Si c11 = c22 y |kn| < 2n, An es diagonal e inversible,

La matriz SnBn es hermítica siempre que c22 ∈ R y

sn
1

sn
2

= 2v (kn+1 − kn) (4.11)

donde sn
1 y sn

2 son los elementos de la diagonal de Sn.

Demostración. Del Corolario 3.7 tenemos que

Bn = T n
n−1 − T n+1

n =
(

−c11
v

−1
2v

kn − kn+1
−c22

v

)

An = Tn−2 − T n+1
n−1 − T n

n−1Bn =
(

−2n−kn

2v
n(c11−c22)

6v2

(c11−c22)kn

v
−2n+kn

2v

)

La matriz An es diagonal si, para todo n ∈ N0,

n(c11 − c22) = 0

kn(c11 − c22) = 0

por lo tanto, es diagonal siempre que c11 = c22.

Por otro lado, Det(An) = 4n2−k2
n

4v2 , por lo que An es inversible siempre que |kn| ≠ 2n, pero de que An es
definida positiva, tenemos que |kn| < 2n.

Ahora, bajo estas condiciones, veamos cuándo SnBn es hermítica. Para esto, se debe cumplir

SnBn = B∗
nS∗

n(
− sn

1 c22
v − sn

1
2v

sn
2 (kn − kn+1) − sn

2 c22
v

)
=
(

− sn
1 c22
v sn

2 (kn − kn+1)
− sn

1
2v − sn

2 c22
v

)

Comparando los elementos de ambas matrices tenemos que c22 = c22, por lo tanto, c22 ∈ R. Por otro lado,
tenemos que

−sn
1

2v
= sn

2 (kn − kn+1)
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que es lo mismo que
sn

1
sn

2
= 2v(kn+1 − kn)

Una vez halladas las condiciones necesarias que deben cumplir los coeficientes An y Bn de la relación de
recurrencia de tres términos, por el Teorema de Favard para polinomios matriciales mónicos (3.9), podemos
encontrar un peso matricial W tal que la sucesión de polinomios sea ortogonal respecto a él.

Proposición 4.9. Sea {Pn(x)}n∈N0
una familia de polinomios matriciales mónicos que son autofunción

del operador diferencial (4.10) y que satisfacen la relación de recurrencia de la Proposición 4.8. Si v < 0 y
χ >

c2
22

4v2 > 0, entonces

W (x) = ec22x+ v
2 x2

(
1 (c22+vx)

2v
(c22+vx)

2v
4vχ+(2c22+vx)x

4v

)
(4.12)

es una función de peso irreducible respecto al cual el operador D̃ es simétrico.

Demostración. Para hallar W (x) resolvemos las ecuaciones de simetría (3.6), (3.7) y (3.8), donde

A0 = −V

A1 = C̃ + xvI

A2 = I

La ecuación (3.6) es trivial, de la ecuación (3.7) obtenemos(
w′

11(x) w′
12(x)

w′
21(x) w′

22(x)

)
=
(

2(c22 + xv)w11(x) w11(x) + 2(c22 + xv)w12(x)
w11(x) + 2(c22 + xv)w21(x) w12(x) + w21(x) + 2(c22 + xv)w22(x)

)

Al resolver estas ecuaciones diferenciales nos queda

W (x) = ec22x+ v
2 x2

(
χ11

1
2 (xχ11 + 2χ12)

1
2 (xχ11 + 2χ21) 1

4 (x2χ11 + 2x(χ12 + χ21 + 4χ22)

)

donde χ11, χ12, χ21 y χ22 son constantes de integración. Ahora, si reemplazamos en la ecuación (3.8) tenemos(
0 − 1

2 ec22x+ v
2 x2(c22χ11 − 2vχ12)

− 1
2 ec22x+ v

2 x2(c22χ11 − 2vχ21) 1
2 ec22x+ v

2 x2(c22 + xv)(χ12 − χ21)

)
= θ

esto se verifica si χ12 = χ21 = c22χ11
2v , y tomando χ = χ22

χ11
, podemos escribir la matriz W como

W (x) = ec22x+ v
2 x2

(
1 c22+vx

2v
c22+vx

2v
4vχ+2c22x+vx2

4v

)

Para que esta matriz sea de peso, debe ser definida positiva. De que c22 y v son reales, es claro que la matriz
W es hermítica y

Det(W (x)) = e2c22x+vx2 4v2χ − c2
22

4v2

Por lo tanto, si χ >
c2

22
4v2 , la matriz W es definida positiva.
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Por último, las condiciones de contorno

ĺım
x→±∞

W (x) = ĺım
x→±∞

ec22x+ v
2 x2

(
1 c22+vx

2v
c22+vx

2v
4vχ+2c22x+vx2

4v

)
= 0 (4.13)

ĺım
x→±∞

W ′(x) − W (x)(C + xvI) = ĺım
x→±∞

ec22x+ v
2 x2

(
0 − 1

2
1
2 0

)
= 0 (4.14)

se verifican si v < 0.

Veamos que el peso es irreducible. Supongamos que existe una matriz inversible M =
(

a b

c d

)
tal que

W̃ (x) = M∗W (x)M , donde W̃ (x) es una matriz diagonal. Analizamos el elemento [1, 2] y vemos bajo qué
condiciones se anula:

M∗WM[1,2] = ec22x+ v
2 x2 1

4v

[
2a(c22d + 2vb + dvx) + c(2c22dx + 2b(c22 + vx) + dv(x2 + 4χ)

]
= ec22x+ v

2 x2 1
4v

[
(dvc)x2 + 2(dva + (c22d + bv)c))x + (2((c22d + 2bv)a + (bc22 + 2dvχ)c)

]
.

El coeficiente de x2 se anula si c = 0 o d = 0, pero no ambos pues M es inversible. Supongamos sin pérdida de
generalidad que c = 0. Entonces, el coeficiente de x se anula si a = 0 o d = 0. En ambos casos contradice que
M sea inversible. Lo cual es absurdo, por lo que no existe tal matriz M . Por lo tanto, el peso es irreducible.

Observemos que, como el operador D̃ es simétrico respecto al peso W y la familia de polinomios matriciales

mónicos {Pn(x)}n∈N0
es autofunción del operador diferencial D̃ con autovalor

(
λn 0
0 µn

)
, entonces, por lo

visto en la Proposición 3.10, tenemos que la familia de polinomios matriciales mónicos es ortogonal respecto
al peso W .

Una vez obtenida la matriz de peso, podemos hallar la forma explícita del término kn.

Proposición 4.10. Sea {Pn(x)}n∈N0
familia de polinomios matriciales mónicos, Pn(x) =

n∑
k=0

T n
k xk, con

T n
k ∈ C2×2 y T n

n−1, T n
n−2 definidos como en la Proposición 4.6, autofunción del operador diferencial D̃

definido en (4.10) y ortogonal respecto al peso

W (x) = ec22x+ v
2 x2

(
1 c22+vx

2v
c22+vx

2v
4vχ+2c22x+vx2

4v

)

entonces
kn = 2vn

4v2χ − c2
22 + nv

∀n ∈ N0. (4.15)

Demostración. Probaremos por inducción sobre n.

Como mencionamos antes, de que P0(x) = I, tenemos que k0 = 0.
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Para n = 1, de la ecuación (4.11) tenemos que k1 = s0
1

2vs0
2

− k0, y de que

S0 = ∥P0(x)∥2 =
∫
R

W (x)dx =

e−
c2

22
2v

√
2π
−v 0

0 e−
c2

22
2v

√
π
2

4v2χ−v−c2
22

2(−v)5/2


obtenemos que k1 = 2v

4v2χ − c2
22 + v

Supongamos ahora que kn = 2vn

4v2χ − c2
22 + nv

para n > 1.

Sabemos que Sn = Sn−1An = . . . = S0A1 . . . An y que

An =
(

−2n−kn

2v 0
0 −2n+kn

2v

)

por lo tanto,

kn+1 = sn
1

2vsn
2

+ kn

= 1
2v

s0
1a1

1a2
1 . . . an

1
s0

2a1
2a2

2 . . . an
2

+ 2vn

4v2χ − c2
22 + nv

= 1
2v

4v2(4v2χ − c2
22)

[4v2χ − c2
22 + nv] [4v2χ − c2

22 + (n + 1)v] + 2vn

4v2χ − c2
22 + nv

=
2v
[
4v2χ − c2

22
]

+ 2vn
[
4v2χ − c2

22 + (n + 1)v
]

[4v2χ − c2
22 + nv] [4v2χ − c2

22 + (n + 1)v]

=
2v(n + 1)

[
4v2χ − c2

22 + nv
]

[4v2χ − c2
22 + nv] [4v2χ − c2

22 + (n + 1)v]

= 2v(n + 1)
4v2χ − c2

22 + (n + 1)v

como queríamos probar.

A partir de las Proposiciones 4.6, 4.7, 4.8 y 4.10, obtenemos que la familia de polinomios matriciales

mónicos es autofunción del operador diferencial D con C =
(

c22 1
0 c22

)
, V =

(
v 0
0 0

)
y U = −vI, con

autovalor Λn =
(

(n − 1)v 0
0 nv

)
y satisface la relación de recurrencia (3.6), donde

An =

−n[4v2χ−c2
22+(n−1)v]

v[4v2χ−c2
22+nv] 0

0 −n[4v2χ−c2
22+(n+1)v]

v[4v2χ−c2
22+nv]

 ,

Bn =

 −c22
v

−1
v

−2v(4v2χ−c2
22)

[4v2χ−c2
22+nv][4v2χ−c2

22+(n+1)v]
−c22

v

 .
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Y la norma de los polinomios es

Sn = n!
√

2πe−
c2

22
2v

 4v2χ−c2
22

(−v)
2n+1

2 [4v2χ−c2
22+nv]

0

0 4v2χ−c2
22+(n+1)v

4(−v)
2n+5

2

 .

4.1.2. (λnI − Λn−1) es inversible y (µnI − Λn−1) es no inversible, ∀n ∈ N0.

Probaremos que este caso y el visto en la Subsección 4.1.1 son similares vía conjugación. Notemos que
(µnI − Λn−1) es no inversible si n(u1 − u2) − (u1 − v) = 0, ∀n ∈ N0, es decir, u1 = u2 = v. Procedemos de
similar manera al caso anterior.

Proposición 4.11. Sea {Pn(x)}n∈N0
⊂ C2×2[x] una familia de polinomios matriciales mónicos, con

Pn(x) =
n∑

k=0
T n

k xk, T n
k ∈ C2×2, autofunción del operador diferencial definido en (4.2), con autovalor diagonal(

λn 0
0 µn

)
. Si u1 = u2 = v, entonces c12 = 0.

Demostración. Sea Pn(x) =
n∑

k=0
T n

k xk. Consideramos T n
k = [F n

k : Gn
k ], donde F n

k , Gn
k ∈ C2. Si desarrollamos

la ecuación (4.7) de la Proposición 4.4, tenemos que(
0 0
0 −v

)(
Gn

n−1(1)

Gn
n−1(2)

)
=
(

nc12

nc22

)
.

De esta ecuación tenemos que nc12 = 0, de donde se deduce que c12 = 0.

Por lo tanto, la familia de polinomios mónicos Pn es autofunción del operador diferencial a izquierda

D = I
d2

dx2 + (C − xU) d

dx
− V,

con autovalor Λn =
(

−(n + 1)v 0
0 −nv

)
y C =

(
c11 0
c21 c22

)
. Y de manera similar al caso anterior, vía

conjugación, podemos considerar que c21 = 1.

Proposición 4.12. Sean D̃ el operador diferencial a izquierda definido en (4.10) y

D̂ = I
d2

dx2 + (Ĉ − xÛ) d

dx
− V̂ (4.16)

con Ĉ =
(

ĉ11 0
1 ĉ22

)
, V̂ =

(
v̂ 0
0 0

)
y Û = v̂I. Si ĉ11 = c22, ĉ22 = c11 y v̂ = −v, entonces los operadores

diferenciales son similares vía conjugación.

Demostración. Por lo visto en la Observación 4.1, sumando v̂IPn(x), podemos considerar el operador D̂,
como

D̂ = I
d2

dx2 + (Ĉ − xÛ) d

dx
− V̌
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donde V̌ =
(

0 0
0 −v̂

)
.

Ahora, buscamos una matriz inversible M tal que

M−1V M = V̌ ,

y
M−1(C − xU)M = Ĉ − xÛ.

Basta tomar M =
(

0 a

a 0

)
con a ̸= 0. Luego, considerando que ĉ11 = c22 y ĉ22 = c11, se verifica

(
0 1

a
1
a 0

)(
v 0
0 0

)(
0 a

a 0

)
=
(

0 0
0 v

)
= V̌

y (
0 1

a
1
a 0

)(
c11 + xv 1

0 c22 + xv

)(
0 a

a 0

)
=
(

c22 + xv 0
1 c11 + xv

)
= Ĉ − xÛ,

como queríamos probar.

4.1.3. (λnI − Λn−1) y (µnI − Λn−1) son no inversibles, ∀n ∈ N0.

Para que ambas matrices sean no inversibles debe verificarse al mismo tiempo que

n(u2 − u1) − (u2 + v) = 0

n(u1 − u2) − (u1 − v) = 0

Pero solo se cumple para todo n ∈ N0, si u1 = u2 = v = 0, lo que no es posible, ya que por lo visto
en la Proposición 4.5 los elementos u1 y u2 son no nulos. Por lo tanto, no es posible que (λnI − Λn−1) y
(µnI − Λn−1) sean singulares de manera simultánea ∀n ∈ N0.

4.1.4. (λnI − Λn−1) y (µnI − Λn−1) son inversibles, ∀n ∈ N0.

Proposición 4.13. Sea {Pn(x)}n∈N0
⊂ C2×2[x] una familia de polinomios matriciales mónicos, con

Pn(x) =
n∑

k=0
T n

k xk, T n
k ∈ C2×2, autofunción del operador diferencial definido en (4.2), con autovalor diagonal(

λn 0
0 µn

)
. Si ku1 − nu2 + v ̸= 0 y −nu1 + ku2 − v ̸= 0, para k = n − 1, n − 2, y ∀n ∈ N0, entonces

T n
n−1 = n

(
− c11

u1
c12

(n−1)u1−nu2+v

− c21
nu1−(n−1)u2+v − c22

u2

)
,
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T n
n−2 = n(n − 1)

 u1c12c21+(c2
11−u1)[nu1−(n−1)u2+v]

2u2
1(nu1−(n−1)u2+v)

c12[u2c11−c22((n−1)u1−nu2+v)]
u2[(n−1)u1−nu2+v][(n−2)u1−nu2+v]

c21[u1c22−c11(−nu1+(n−1)u2−v)]
u1[−nu1+(n−1)u2−v][−nu1+(n−2)u2−v]

−c2
22[(n−1)u1−nu2+v]+u2[c12c21+(n−1)u1−nu2+v]

2u2
2[−(n−1)u1+nu2−v]

 .

Demostración. Sea Pn(x) =
n∑

k=0
T n

k xk. Consideramos T n
k = (F n

k : Gn
k ), donde F n

k , Gn
k ∈ C2.

Si ku1 − nu2 + v ̸= 0 y −nu1 + ku2 − v ̸= 0, ∀n ∈ N0, las matrices (λnI − Λk) y (µnI − Λk) son inversibles.
Si desarrollamos las ecuaciones de la Proposición 4.4 para k = n − 1 y k = n − 2, obtenemos

F n
n−1 = (λnI − Λn−1)−1

(
nc11

nc21

)
;

Gn
n−1 = (µnI − Λn−1)−1

(
nc12

nc22

)
;

F n
n−2 = (λnI − Λn−2)−1

[(
n(n − 1)

0

)
+ (n − 1)CF n

n−1

]
;

Gn
n−2 = (µnI − Λn−2)−1

[(
0

n(n − 1)

)
+ (n − 1)CGn

n−1

]
.

Al resolver, obtenemos los valores para F n
n−1, F n

n−2, Gn
n−1 y Gn

n−2. Así, tenemos que

T n
n−1 = [F n

n−1 : Gn
n−1] = n

(
− c11

u1
c12

(n−1)u1−nu2+v

− c21
nu1−(n−1)u2+v − c22

u2

)

T n
n−2 = [F n

n−2 : Gn
n−2]

= n(n − 1)

 u1c12c21+(c2
11−u1)[nu1−(n−1)u2+v]

2u2
1(nu1−(n−1)u2+v)

c12[u2c11−c22((n−1)u1−nu2+v)]
u2[(n−1)u1−nu2+v][(n−2)u1−nu2+v]

c21[u1c22−c11(−nu1+(n−1)u2−v)]
u1[−nu1+(n−1)u2−v][−nu1+(n−2)u2−v]

−c2
22[(n−1)u1−nu2+v]+u2[c12c21+(n−1)u1−nu2+v]

2u2
2[−(n−1)u1+nu2−v]



Ahora, una vez hallados estos coeficientes, calculamos las matrices Bn y An de la relación de recurrencia
y tenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.14. Sea {Pn(x)}n∈N0
una sucesión de polinomios matriciales mónicos autofunción del ope-

rador diferencial (4.2) y que verifica la relación de recurrencia

xPn(x) = Pn+1(x) + Pn(x)Bn + Pn−1(x)An

donde P−1(x) = θ, P0(x) = I. Entonces,

An es diagonal si c11 = c22u1

u2

La matriz SnBn es hermítica siempre que c11, c22 ∈ R y

c12(u1 − v)sn
1

sn
2

= c21(u1 + v) [nu1 − (n + 1)u2 + v] [(n − 1)u1 − nu2 + v]
[nu1 − (n − 1)u2 + v] [(n + 1)u1 − nu2 + v] (4.17)

donde sn
1 y sn

2 son los elementos de la diagonal de Sn.
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Demostración. Del Corolario 3.7, tenemos que Bn = T n
n−1 − T n+1

n y An = T n
n−2 − T n+1

n−1 − T n
n−1Bn.

En primer lugar, buscamos que An sea diagonal. Para esto calculamos cuándo los términos An[12] y An[21]

se anulan.

An[12] =
nc12(c11u2 − c22u1)

[
(n − 1)u2

1 + (nu2 − v)v + u1(u2 − nu2 − (n − 2)v)
]

u1u2 [(n − 2)u1 − nu2 + v] [(n − 1)u1 − nu2 + v] [(n − 1)u1 − (n + 1)u2 + v] = 0

An[21] = nc21(c22u1 − c11u2) [−((n − 1)u2 − v)(u2 + v) + u1((n − 1)u2 + nv)]
u1u2 [nu1 − (n − 1)u2 + v] [nu1 − (n − 2)u2 + v] [(n + 1)u1 − (n − 1)u2 + v] = 0

Para resolver estas ecuaciones, con ayuda de un software para cálculos algebraicos, calculamos los coeficien-
tes de las potencias de n en el numerador de cada término y resolvimos cuándo se anulan estos coeficientes.
Descartamos los casos que no verifican las hipótesis o que reducen al caso clásico, y obtenemos que An es
diagonal si u2c11 = u1c22. Como u2 ̸= 0, lo reescribimos como c11 = u1c22

u2
.

Por otro lado, buscamos que SnBn sea hermítica, tenemos que

SnBn =
(

sn
1 c11
u1

sn
1 c12(u1−v)

[nu1−(n+1)u2+v][(n−1)u1−nu2+v]
sn

2 c21(u2+v)
[nu1−(n−1)u2+v][(n+1)u1−nu2+v]

sn
2 c22
u2

)
por lo tanto, es hermítica si c11, c22 ∈ R y

c12
sn

1
sn

2
= c21(u1 + v) [nu1 − (n + 1)u2 + v] [(n − 1)u1 − nu2 + v]

(u1 − v) [nu1 − (n − 1)u2 + v] [(n + 1)u1 − nu2 + v]

Observemos que, de la ecuación (4.17), podemos deducir que c12 ̸= 0, pues en caso contrario tenemos que
c21 = 0. Si esto ocurre, el operador diferencial queda diagonal y reduce al caso clásico.

En la siguiente proposición analizamos el caso en que An es diagonal.

Proposición 4.15. Sea {Pn(x)}n∈N0
una familia de polinomios matriciales mónicos autofunción del ope-

rador diferencial D definido en (4.2) y verifica la relación de recurrencia

xPn(x) = Pn+1(x) + Pn(x)Bn + Pn−1(x)An

con P−1(x) = θ y P0(x) = I. Si c11 = c22u1

u2
, entonces el operador diferencial es diagonal y reduce al caso

clásico.

Demostración. Sea c11 = c22u1

u2
. De la relación de recurrencia tenemos que

Pn+1 = Pn(xI − Bn) − Pn−1An

Y de que Bn = T n
n−1 − T n+1

n y An = T n
n−2 − T n+1

n−1 − T n
n−1Bn, utilizando un software de cálculos algebraicos,

calculamos cuándo D(Pn) = PnΛn. Tenemos que esta ecuación se verifica para n = 0, 1, 2.
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Ahora, para n = 3, las entradas de la matriz D(P3(x)) − P3(x)Λ3 son,

[D(P3(x)) − P3(x)Λ3][1,1] = 0

[D(P3(x)) − P3(x)Λ3][1,2] =
c12
[
u2(c12c21 + u2 − v)v + u2

1(3u2 + v) + u1(−3u2
2 − 2u2v + v(c12c21 + v))

]
(u1u2(u2 − v)(u1 − 2u2 + v))

[D(P3(x)) − P3(x)Λ3][2,1] =
c21
[
u2(c12c21 + u2 − v)v + u2

1(3u2 + v) + u1(−3u2
2 − 2u2v + v(c12c21 + v))

]
(u1u2(u1 + v)(2u1 − u2 + v))

[D(P3(x)) − P3(x)Λ3][2,2] = 0

Calculamos cuándo se anulan las entradas [1, 2] y [2, 1], descartamos los casos que no verifican las hipótesis
o reducen al caso clásico. Obtenemos que se anulan si

c21 = u2v(−u2 + v) − u2
1(3u2 + v) + u1(3u2

2 + 2u2v − v2)
c12(u1 + u2)v .

Reemplazamos este valor y analizamos D(P4(x)) = P4Λ4. Ahora, esta ecuación se verifica si u1 = u2, pero
al reemplazar este valor en c21 este se anula.

Así, la ecuación D(P4(x)) = P4Λ4 se cumple si c21 = 0, y de la condición (4.17) para que la matriz SnBn

sea hermítica, tenemos que c12 = 0. Por lo tanto, reduce al caso clásico.

Concluimos entonces que si las matrices (λnI − Λn−1) y (µnI − Λn−1) son inversibles ∀n ∈ N0, las
condiciones para que la matriz An de la relación de recurrencia de tres términos sea diagonal hacen que el
operador diferencial sea diagonal, lo que reduce al caso clásico. Por lo tanto, no existen familias únicas de
polinomios matriciales mónicos que sean autofunción del operador diferencial (4.2).

El siguiente teorema engloba la respuesta a la hipótesis planteada al inicio de este capítulo.

Teorema 4.16. Sea {Pn(x)}n∈N0
una familia de polinomios matriciales mónicos autofunción del operador

diferencial

D = I
d2

dx2 + (C − xU) d

dx
− V

donde C =
(

c22 1
0 c22

)
, U =

(
−v 0
0 −v

)
y V =

(
v 0
0 0

)
, c22 ∈ R, v ∈ R−, con autovalor diagonal

Λn =
(

(n − 1)v 0
0 nv

)
. Entonces, se cumplen las siguientes condiciones

Los polinomios son ortogonales respecto al peso

W (x) = ec22x+ v
2 x2

(
1 c22+vx

2v
c22+vx

2v
4vχ+2c22x+vx2

4v

)

con χ >
c2

22
4v2 ;

El operador diferencial D es simétrico respecto al peso W ;

La familia de polinomios verifica la relación de recurrencia

xPn(x) = Pn+1(x) + Pn(x)Bn + Pn−1(x)An
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donde

Bn =

 −c22
v

−1
v

−2v(4v2χ−c2
22)

[4v2χ−c2
22+nv][4v2χ−c2

22+(n+1)v]
−c22

v



An =

−n[4v2χ−c2
22+(n−1)v]

v[4v2χ−c2
22+nv] 0

0 −n[4v2χ−c2
22+(n+1)v]

v[4v2χ−c2
22+nv]

 .
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Capítulo 5

Conclusiones

En esta sección presentamos los resultados más destacados del Capítulo 4.

Dada una sucesión de polinomios matriciales mónicos Pn(x) = [Fn(x) : Gn(x)], con Fn(x), Gn(x) ∈ C2[x],
que son autofunción de la ecuación diferencial

I
d2

dx2 Pn(x) + (C − xU) d

dx
Pn(x) − V Pn(x) = Pn(x)Λn

donde x ∈ R, C ∈ C2×2 y U, V, Λn ∈ R2×2 \ {θ}, con

U =
(

u1 0
0 u2

)
,

V =
(

v 0
0 0

)
,

C =
(

c11 c12

c21 c22

)
,

y

Λn =
(

−nu1 − v 0
0 −nu2

)
.

Entonces, los coeficientes del término n − 1 de Fn(x) y Gn(x) verifican

(λnI − Λn−1)F n
n−1 =

(
nc11

nc21

)

(µnI − Λn−1)Gn
n−1 =

(
nc12

nc22

)

Si (λnI − Λn−1) y (µnI − Λn−1) son matrices inversibles ∀n ∈ N0, y además la familia de polinomios
Pn(x) satisface una relación de recurrencia de tres términos, entonces reduce al caso clásico.
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Si las matrices (λnI − Λn−1) y (µnI − Λn−1) son una de ellas inversible y la otra no, ∀n ∈ N0, entonces
existen infinitas familias de polinomios matriciales mónicos autofunción del operador diferencial con

u1 = u2 = −v y C =
(

c22 1
0 c22

)
, es decir, son autofunción de

I
d2

dx2 +
(

c22 + xv 1
0 c22 + xv

)
d

dx
− V

con autovalor

Λn =
(

(n − 1)v 0
0 nv

)
Además, verifican las siguientes propiedades:

• Son ortogonales respecto al peso matricial

W (x) = ec22x+ v
2 x2

(
1 c22+vx

2v
c22+vx

2v
4vχ+2c22x+vx2

4v

)

con χ >
c2

22
4v2

• Verifican una relación de recurrencia de tres términos de la forma

xPn(x) = Pn+1(x) + Pn(x)Bn + Pn−1(x)An

donde P−1(x) = θ, P0(x) = I y

Bn =

 −c22
v

−1
v

−2v(4v2χ−c2
22

[4v2χ−c2
22+nv][4v2χ−c2

22+(n+1)v]
−c22

v



An =

−n[4v2χ−c2
22+(n−1)v]

v[4v2χ−c2
22+nv] 0

0 −n[4v2χ−c2
22+(n+1)v]

v[4v2χ−c2
22+nv]


• La norma de los polinomios es

Sn = n!
√

2πe−
c2

22
2v

 4v2χ−c2
22

(−v)
2n+1

2 [4v2χ−c2
22+nv]

0

0 4v2χ−c2
22+(n+1)v

4(−v)
2n+5

2


Y por lo visto en el Teorema 4.16, esta familia es la única que verifica las hipótesis de nuestro problema,

salvo conjugación. En las publicaciones [3, 12, 20, 28] se encuentran ejemplos de la familia de polinomios
hallada en este trabajo.
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